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1.14 Nameros Complexos
1.14.1 Introducéo

(@) Do mesmo modo que a generalizagdo da nogdo de raiz de indice qualquer para um nimero po-
sitivo exigiu a introducdo do conceito de nimero irracional (p.ex.: ‘2- =1414K, ‘5 =1,732K), tam-

bém a impossibilidade da determinacéo de raizes de indice par de um nimero negativo levou a no-
¢éo de nimero imaginario.

(b) Os nimeros positivos e negativos recebem, em conjunto, 0 nome de nimeros reais.

Em contrapartida, denomina-se niUmero imaginario ou nimero complexo a toda ex-
pressao de forma x + jy 1, na qual x e y sdo niUmeros reais e j :‘—-1 ¢ a unidade imaginaria.

(c) Conforme ja vimos na subsecdo 1.6.2, as raizes de uma equacédo do 2° grau,
az’ +bz+c=0

sdo dadas pela conhecida férmula

Obtemos, entdo duas raizes reais e desiguais quando o discriminante é positivo e uma ra-
iz real dupla se ele for nulo.

Quando o discriminante é negativo, a formula (12) ndo conduz a nenhuma raiz real e o
trinémio az” +bz+c=0é sempre diferente de zero qualquer que seja o valor real que se atribua a z.
Por exemplo, se tentarmos resolver a equacgao

2 +47+13=0

que ja havia sido abordada no Exemplo 2, item ¢, somos conduzidos a:

2 s oa
Z:-4J_r‘4 - 471 13:—411—36

2°1 2

que ndo representa nenhum ndmero real. Por outro lado, se operarmos normalmente como se ‘-1
fosse um nuimero, teremos:

! Os matematicos usam i no lugar do j e os eletricistas preferem a letra j mindscula normal, j& que estes Gltimos usam a
letra i para representar a corrente. No entanto, na Unidade 3, Matrizes, € quase que universal a notacao @;; para repre-

sentar o elemento genérico. Assim sendo optamos por j minGscula em negrita e italica para representar a unidade imagi-
néria.
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e CEEEEEL NP o,
Z:ﬂ: =-2+30-1
2 2

ou seja

21:—2+d—-1

21:—2—ﬁ

Vamos substituir tais “niimeros” na equagdo original a fim de verificar se eles séo real-

mente raizes. Ao procedermos desta forma devemos encarar o simbolo ‘-1 como se ele fosse
mesmo um numero em especial, lembrando inclusive que o seu quadrado é:

Temos entdo:

(z,) +4z, +13:(— 2+d—-1)2 +4(— 2+ﬁ)+13:
=4- 12 1- 9- 8 +1¢f T+13=0

(2, +42,+13= (- 2- 3f 1) +4 2- 3fT)+13=
=4+1¢fT-9-8-1¢fT+13=0
A partir de tais considera¢Bes conclui-se ser possivel resolver a equacdo do 2° grau

mesmo quando temos b® - 4ac <0, se operarmos com o simbolo j :‘—-1 como se fosse um nu-

mero. Conforme ja mencionado ele deve ter a propriedade de que j* =-1, e deve operar ao lado
dos niimeros reais com as mesmas leis que regem formalmente tais nimeros. Temos entdo 0s nime-

ros complexos da forma x + jy onde, conforme ja mencionado, x e y sdo reais e j =‘—-1, tais co-
mo:

4+ 6 %-jz, ‘3'+j%, -2-j%

onde 0 novo elemento j =‘—-1 é denominado unidade imaginaria.

Utilizando tal notacdo, as raizes da equacdo que acabamos de resolver assumem as for-
mas seguintes:

z,=-2+]3
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z,=-2-j3
e no final da subsecdo 1.14.3 veremos por que tais raizes constituem um par complexo conjugado.
Temos entdo de forma geral:

(34)

onde as grandezas reais x e y sao denominadas as partes real e imaginaria de z, respectivamente.
Podemos, inclusive, usar as notacdes Re(z) e Im(z) para representar tais partes, ou seja:

x=Re(z)| (35)

(36)

Em particular quando x =0 temos a expressdo jy que serd denominada ndimero imagi-

nario puro ou simplesmente imaginario, reservando-se 0 nome namero complexo para 0 caso
geral.

Quando y = 0 o nimero complexo reduz-se a sua parte real x.

(d) Uma vez que os numeros complexos ndo pertencem ao corpo dos nimeros reais, alguns “desa-
visados de plantdo” podem pensar que tais solucdes sdo meramente ficticias e nao representam ne-
nhum fendmeno fisico real. Para estes € bom mencionar que a corrente alternada que chega as in-
dustrias, hospitais e residéncias, é representada por fungdes senoidais ou cossenoidais, que tém a
mesma representacdo grafica a menos de uma defasagem de 90°. Acontece que 0 equacionamento
de circuitos elétricos sob excitacdo harménica (senoidal) ¢ bem mais simples no dominio da fre-
quiéncia, no qual a solucdo para a corrente é dada por um “fasor” , que é um ntimero complexo.
A fim de relacionarmos o dominio da fregiiéncia com o dominio do tempo é utilizada a relagéo

Ai
it)= Re(ﬁej‘”‘) //z"\a\\'//\\ =t

corrente alternada

Fig. 1.12

que € bem conhecida do pessoal da area da Eletricidade. Ora, a corrente alternada senoidal do tipo
i(t)=1, cos(wt +f) tem existéncia fisica real (qualquer ddvida ¢ s tocar com um dedo no terminal

da fase de uma tomada energizada!). Assim sendo, as solugdes complexas ou imaginarias (sendo
este Gltimo termo um tanto improéprio pois pode levar a conclusdes erradas) estdo bem longe de se-
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rem ficticias sendo, é bem verdade, artificios engenhosos, nascidos no problema primordial de lidar
com raizes de indices pares de nimeros negativos.

Exemplo 1.12
Determine x I R para que o nimero complexo (5x2 - 7x)+ j7 seja imaginéario puro.
Solucéo:
Para ele ser um nimero imaginario puro devemos ter parte real nula, ou seja:
ix:O

5x2- 7x =0\ x(5x- 7)=0\ ? ou_

'Y —am

t

1.14.2 Poténcias de j

As poténcias sucessivas de j reproduzem-se periodicamente de quatro em quatro, ou

seja:
j7=+1
=]
=T =1
ESER

Podemos escrever em geral:
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Regra geral: para determinar o valor de uma poténcia de j qualquer, basta dividir o expoente
da poténcia por 4 e elevar j a poténcia determinada pelo resto da divisao.

Exemplo 1.13
Efetuar as seguintes poténcias:
a) J71 b) j513; C) j1998; d) j500
Solucéo:
a) 7|4 Y
3 rl ® J=i=-]
b) 513 4 513 _
® =
11 (128 =
33
1
C) 1998 |4 :1998 _ 2
® =j?=-
39 499 : !
38
2
d 500 |4 500 _ 0
® = =
10 (125 mErEl
20
0

1.14.3 Representacdes e Formas de um Numero Complexo:
a) Representagdes:

Um nimero complexo pode ser geometricamente representado por um ponto no pla-
no complexo ou plano de Argand-Gauss, conforme mostrado a seguir:
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Eixo
imaginario ()

A Plano
Complexo
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, . Z = X+ Jy
| _ Eixo
0 X . real (x)

Fig. 1.13

Uma representacdo geomeétrica equivalente, conforme na proxima figura, é feita por
um segmento orientado, da origem ao ponto z =X+ jy.

Eixo
imaginario (y)
\
] E— z=Xx+jy
| _ Eixo
0 X . real(x)
Fig. 1.14

Assim a adicdo ou subtracdo de duas grandezas complexas pode ser realizada grafi-
camente, conforme ilustracdo nas partes (a) e (b) da figura 1.15, por meio das regras comumente
usadas para a adicao e subtracdo de vetores, ja que tanto as grandezas complexas quanto 0s vetores
podem ser representados por intermédio de segmentos orientados.

Na figura 1.16 o simbolo | z | significa 0 comprimento do segmento orientado que re-

presenta z, ou seja, é a distancia da origem até o ponto representado pelo complexo z, e é denomi-
nado médulo, norma ou valor absoluto de z.
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Eixo Eixo
imaginario (y) imaginario (y)
A A
2,+z,
z, // z,
z
Z 1
' _ Eixo _ Eixo
0 > real (x) 0 > real (x)
: Z,- 17,
- Z;
Fig. 1.15

O angulo do segmento orientado, medido positivamente no sentido anti-horario e ne-

gativamente no sentido horério, a partir do semi-eixo real positivo, € notado por g ou arg z, sendo
chamado de angulo polar, argumento ou fase de z.

Eixo
imaginario (y)
A
y z=x+jy
||
Eixo
0 X = real (x)
Fig. 1.16

Da ultima figura depreende-se que:

X ='z'cosq £'z' (37)
y ='z'sen q £'z' (38)
H-4]

B =arc tgag (40)
eX g

Observacoes:

(1%) Nos livros de origem americana encontra-se, muitas vezes, a notagdo tg™* ao invés de
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arc tg para a funcgdo inversa da tangente. Isto também ocorre nas calculadoras eletrénicas.

(2% Para um dado z* 0, o &ngulo (argumento) g € determinado a menos de maltiplos in-
teiros de 360° (2prad), ou seja,

g=q, +k360°; k=0, £1, £2...
ou

g=q, +2kprad; k=0, £1, £2...

O valor de g que existe no intervalo - 180°<q£180° ( prad<qg£ prad) é
chamado de valor principal do argumento de z, e notado por g, nas equagdes acima. Na

pratica, salvo observacdo em contrario, estaremos sempre trabalhando com o argumento
principal.

Face as orientacdes de angulos ja mencionadas e levando-se em conta os inter-
valos entre os limites - 180° e 180°, teremos:

- angulos no 1° e 2° quadrantes (0 <q <180°) serdo sempre positivos e orientados no
sentido anti-horéario a partir do semi-eixo real positivo.

- angulos no 3° e 4° quadrantes ( 180<qg< 0) serdo sempre negativos e orientados no
sentido horario a partir do semi-eixo real positivo.

(3%) Levando em conta tais convencdes e limites, concluimos que quando z for um nimero
real negativo o seu argumento principal sera p rad(180°) ao invés de - prad(- 180), uma
vez que o valor - 180° ndo esta incluido no intervalo - 180°< q£180°.
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b) As Formulas de Euler e suas decorréncias:

Antes de passarmos as diversas formas de um nimero complexo vamos instituir as
férmulas de Euler, que sdo de importancia capital para o prosseguimento de nosso estudo.

Admitindo que uma fungdo F(x) pode ser representada por uma série de poténcias
de x, essa série deve ser da forma de McLaurin,

F(x) = F(0) + xF40) + SmF €0) +emF 0) + < e ™ (0) <

-1)
em que a funcdo e todas as suas derivadas existem para x =0.

Desenvolvendo senq, cosq e e’ em poténcias de g pela série de McLaruin temos:
seng=d- 3|—+3|- 3|—+ K
cosq=1- 3|—+3|— 3|—+ K
el =1+ jq- & J&+&+ J% &I J&+K

2l 334

Reagrupando os termos de e!?, temos:
e ld =g1 3|-+3|- 3|—+K— ng 3|-+3|- 3|—+K—— cosg+ jsenq.

Assim sendo temos:

el =cosq+ jsena| (41)

e =cosq- jsenq| (42)

conhecidas como férmula de Euler, bem como suas decorréncias:

C0sq :T (43)

Jq - e' Jq
SENQ mem—l 44)
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que sdo de grande utilidade no trato com os nimeros complexos de um modo geral.

c) Formas
c.1) Cartesiana ou Retangular
E a que ja foi apresentada no inicio da presente se¢éo, na equagio (34), ou seja:

z=x+jy|l (34)

c.2) Trigonométrica

Substituindo (37) e (38) em (34) temos:

Z=X+]y :'z'cosq+ ‘z'senq

0 que implica em

Z ='2Kcosq+ jsen q) (45)

que é forma trigonométrica.

c.3) Exponencial ou de Euler

Pela equacdes (41) e (45) temos que:

7 ='Z'qu (46)

que é a forma exponencial ou de Euler.

c.4) Polar ou de Steinmetz

A equacao (46) pode também ser colocada na forma polar ou de Steinmetz:

z ='Z'( q 47)

Na realidade o simbolo /4 ¢, simplesmente, uma notac&o abreviada para e'?,
muito utilizada pelas pessoas da area de Eletricidade em geral.
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E importante notar que uma interpretacdo correta do fator e!? necessita que o
angulo g seja expresso em radianos. Na pratica, o angulo é muitas vezes apresentado em graus

(lembrar que 1 grau = 1° =-1% radiano =-1% rad), mas toda vez que houver chance de confuséo

no emprego das equacgdes (41) a (47), o angulo g devera ser convertido de graus para radianos. A
notacdo e'? com g expresso em graus é, normalmente, considerada uma pratica inadequada,

mas escrever /J com gem graus é bastante usual.

Observacodes:

1%) Ao passarmos um complexo da forma retangular (cartesiana) para a forma polar, devemos utili-
zar as equacOes (39) e (40). Acontece que quando esta Ultima equacdo € utilizada, a determinagao
do quadrante onde se situa 0 complexo z = x+ jy pode ser feita pela inspecdo dos sinaisde x ey, a

ndo ser que a calculadora em uso ja tenha as rotinas REC ® POL e POL ® REC, que ja fazem as
transformagdes diretamente.

2%) Cumpre ressaltar que no caso da transformacdo acima citada, as calculadoras cientificas mais
sofisticadas fornecem diretamente 'z'e g, (argumento principal), seguindo para este ultimo as re-

gras de orientacdo de angulos ja descritas na 22 observacao da subsecdo 1.14.3.a:

- angulos no 1° e 2° quadrantes (0 <q<180° ou 0<q<prad) sempre positivos, e orientados no
sentido anti-horéario a partir do semi-eixo real positivo.

- Angulos no 3° e 4° quadrantes (- 180°<q<0 ou - prad <q<0) sempre negativos, e orienta-
dos no sentido horario a partir do semi-eixo real positivo.

Exemplo 1.14

Exprimir cada um dos seguintes nimeros complexos na forma polar:

.2p 5p

2 -2 20
a)20ej4; b) 10e E 7 C) 2’

Solucéo:
8) 20e'% =20/ff =20/45°
b) 10e 1% =10 /£ =10/- 120°
) 20 =2/ =2/150°
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Exemplo 1.15

Passar 0s seguintes nameros complexos da forma polar para a forma retangular:

a) 530 /160°
b) 0,050/- 20°
¢) 0156/170°
Observagéo: se a sua calculadora tem as rotinas RET ® POL e POL ® RET vocé pode e deve
fazer as transformac@es diretamente, e depois voltar a forma original a fim de checar seus resulta-
dos.
Solucéo:
Pelas equacoes (34), (37) e (38) temos que:
a) 53,0 /160° =53,0c0s160°+)53,0sen160°=-49,8 + j181
b) 0,050/- 20° =0,050cos(- 20°)+ j0,050sen(- 20°) = 0,047 - j0,017

c) 0,156,/170° =0156c0s(170°)+ j0,156sen(170°)=- 0154+ j0,027

Exemplo 1.16
Converter os seguintes nimeros complexos da forma retangular para a polar:
a) 3+j4
b) -3+j4
c) -3-j4

Solucéo:

Se a sua calculadora ndo possuir as rotinas REC ® POL e POL ® REC, vocé deve
tomar cuidado com os sinais das partes real e imaginéria dos complexos, a fim de identificar com
acerto o quadrante onde estdo situados os nimeros. A figura seguinte é de grande utilidade.
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| Y

7,=-3+j4 7,=3+j4

'
w

<Y

Fig. 1.17
a) Pelas equagdes (39) e (40) temos que:

'z]| =‘m= 5
4

g, = arc tg?

A tangente é positiva no 1° e 3° quadrantes. Uma vez que x>0 e y >0, g, pertence ao 1° qua-
drante (vide figura 1.17).

q, =531°

Temos entdo:

7,=/531°

o) )=l +4 =5
4

=arct
d, 93
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A tangente é negativa no 2° e 4° quadrantes. Sendo x<0 e y >0, g, pertence ao 2° quadrante.
Da figura 1.16 temos, em madulo,

iga e
3
donde
a =531°

g, =180°-531°=126,9°.

Entdo,

z,=5/126,9°

TR St
4

q, =arc tg:—3

Temos x<0 e y<O0, logo g, € do 3°quadrante. Da mesma figura tiramos:

4
tgb =
°T3

logo b =531°

e
g, =180°+b = 2331°
0 que implica em

z,=5/233,1°, que ndo é uma forma usual, visto que o argumento principal deve estar entre os
valores - 180°<q£180°, 0 que nos leva entdo a escrever z, =5/- 126,9° (que é a resposta da
calculadora CASIO fx-82LB).

Vamos a seguir apresentar as rotinas de operacOes para as transformacées RET ® POL e POL
® RET para duas minicalculadoras usuais no mercado

1.9 CASIO fx-82LB
a) RET® POL:

(convocamos a transformagédo para polares ® r Q)
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—
x [@ yl[b][2ndF]@] 12 [b] q
LentradasJA L saida —T

b) POL® RET:

(convocamos a transformacéo para retangular ® xy)

f_/%
2l [@ qlb][2ndF][b] x [b] 'y

entradas saida

2.9 CASIO fx-6300 G

a) RET® POL:
convocamos a convocamos
transformacéo POL ( a convocamos J

— r—/% —
X y DI[EXE] |z [ALFA] )] [EXE] q
L entradas JA L saida

b) POL® RET:
convocamos a convocamos ;
transformacéo REC* ( a convocamos

K_J%

somagoRecTt AL
[SHIFT|=] |4 q D|[EXE| x [ALFA] )| [EXE] y
L entradas JA I_ saida 4T

(*) Em Portugués ® Retangular (RET)
Em Inglés ® Rectangular (REC)

c.5) Algumas Formas Polares Especiais

As equacdes (41), (46) e (47) conduzem a uma nova interpretacdo para o numero i-

maginario puro j, anteriormente definido como sendo j :‘—-1 ou j*=-1.Seq =% rad nas refe-

ridas equacdes, e'” = j, de modo que j é um niimero complexo com médulo unitério e fase igual a
90°, ou seja:

j:ej% :1{900 (48)

por outro lado,

1 T o
T:%:-J:e 1% :1{'90 (49)
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Finalmente,

1=1/0°| (50)

S1=1/180" | (51)

N
<Y

Fig. 1.18
c-6) Complexo Conjugado:

O complexo conjugado de z = x + jy é definido, na forma retangular, por?:

7 =x-jy| (52

e tem a mesma parte real que o complexo z, porém, a parte imaginaria é simétrica.

- 7 * - 7 7 - .
2 Alguns autores preferem usar 2 ao invés de Z para representar o complexo conjugado porém, na area da Eletricida-
de anotacdo Z ¢ uma unanimidade.
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Eixo
imaginario
A
Z=X+]jy
y
9 x _ Eixo
0 -q real (x)
-y . .
Z=x-jy
Fig. 1.19

Pela definicdo de modulo,

H-6~ 17677 H

e da definicdo de fase fica claro que o &ngulo de fase é simétrico.

Assim sendo, temos também que:

Z* :'*' Jq

(53)

z ='z' /-q| 64

(z*)* =z

(55)

llustragdo 1.17
a) z,=3+j4® z,=3- j4
b) z,=10e 4 ® z, =10e”
¢) z,=5/30°® z;=5/-30°

d z,=2® z,=2
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Fica agora facil entender que as raizes z, =-2+ j3 e z, =-2- j3da equagdo resolvida
na subsecéo 1.14.1 constituem um par complexo conjugado.
1.14.4 Operag6es com Numeros Complexos
a) lgualdade:

Dois numeros complexos z, =x, + Jy, ='zl|equ ='zl' /€ Z, =X, + ]y, ='zz'e 19 ='22' g, sdo

iguais se, e somente se X, = X, € Yy, =Y, ou, equivalentemente, 'zjz'zz' e, =0,.

b) Adicéo e Subtracéo:

A adicdo e a subtracdo sdo facilmente efetuadas se os nimeros estiverem na forma retangular, em-
bora as calculadoras mais sofisticadas (HP48GX por exemplo) sejam capazes de efetuarem tais ope-
racGes quer os nimeros estejam na forma polar ou na retangular, e ainda darem a opc¢éo de obter o

resultado final em uma forma ou outra. Na forma retangular,

=0+ )0+ iY,) =X F iy X+ iy, =

= (% %)+ (v, +y.)
€
-z, =0 dy)- (% 0y,) =X Y, - X, - Y, =
( %)+ (%~ ¥2)
ou seja,
=0 +%)+ i+ v,)|  (56)
e

2-2,=(x- %)+ j(yi- V)| (57)

A figura 1.20, logo a seguir, ilustra as operagdes realizadas graficamente. Na parte (b)

da mesma é facil verificar que 'z1 - zz':'z2 - z]| é a distancia entre os pontos do plano complexo

definidos, respectivamente, pelos complexos z, e z,.

A partir das equagdes (56) e (57) decorre entdo que:
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z+2" =(x+ jy)+(x- jy)=2x

z- 2 =(x+jy)- (x- jy)=j2y

ilustradas na figura 1.21,

YA YA
Vi+Y,
-1,
Y1 ——,—,:=‘M<
Z,-1, et i
% % ' >
- ZZ
@ (b)
Fig. 1.20
ou seja,
- z2+7
2+7 =2x=2Re(z)] (58a) ® |x =) (58b)
e
— - z- 7"
-1 =j2y= 12Im(z) (59a) ® x:? (59Db)

Temos também que:

(Zl+22)*:(X1+X2)_ j(y1+y2):(xl— jY1)+(X2' jYZ)

ou seja:

(z,+2,) =2, +7;| (60)
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0 que significa que o conjugado da soma é a soma dos conjugados.

Similarmente, é facil também mostrar que

(z,- 2,) =2, - 75| (6)

y
2y
SR 2 Z=X+ ]y
% X
X 0 ' |
[ 7 =x-Jy
(b)
Fig. 1.21
Exemplo 1.17

Somar 0s complexos a seguir tanto de forma analitica quanto gréafica, e comparar os resultados.

a) z,=2+j3 ez,=3-j4

by z,=2/30°¢ z4=5@

Solucéo:

a) z,+z,=(2+3)+j(3- 4)=5- j=51/-113°
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alores obtidos
do grafico

{v

YA

Fig. 1.22
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