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b) Passando inicialmente os nimeros para a forma retangular,

z, =2c0s30°+j2sen30°=1,732+ j1,000

z, =5c0s70°+j5sen70°=1710+ j4,698
z,+2, =(1,732+1,710)+ j(1,000 + 4,698) =
=3,442+ j5,698

Temos também que:

.+ :‘(3,442)2 +(5,698)° = 6,657
25,6980 _ . o

B =arctg
3,442 5

YA

1 /
‘/\i Valores obtidos
1 -
/ '/T do grafico

59°

<Y

Fig. 1.23

Exemplo 1.18

Resolva a equagao 'eje - 1: 2 para - p<q£ p e verifique a solucdo geometricamente®

Solucéo:

Temos que:

=20

onde z, =e*® =cosq+ jsenqg e z, =1

® A verificagdo geométrica da solugéo talvez seja melhor apreciada ap6s o estudo da subsegdo 1.14.6.
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donde,

':osq+ jsenq- 1:2\ Kcosq— 1)+ jsenc':2\

‘(cosq— 1) +sen’q =2

(cosq- 1) +sen?q =2\
cos’q- 2cosq+1+sen®q=2\

f f
N

=1

2- 2cosq=2\

- 2cosq =0\
19=0
i

cosq=0
1g=prad

Substituindo na equacéo (*), verificamos que somente o valor q=prad €

compativel.

A verificacdo grafica € imediata, visto que 'zl - zz' é a distancia entre os pontos
definidos pelos complexos z, e z,.

Sendo z, =e”, temos que 'z]|=1, e o lugar geométrico representado por z,,

quando q varia ao longo do intervalo - p<q£ p, é uma circunferéncia de raio unitario centrada
na origem.

Sendo z, =1, a situacéo é a representada na figura a seguir:

Yi
7, =el
-7
q
0 2, =1
Fig. 1..24

E facil verificar que teremos 'zl - zz': 2 quando q assumir o valor prad.
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c) Multiplicagéo
A multiplicacdo de grandezas na forma retangular é dada por:
2,2, = (4 + v )06 + iv2) = (o + 17y )+ i0ays +x0y)

Lembramos que j*=-1 segue-se que:

2,2, = (X1X2 B Y1y2)+ j(X1y2 + Xzyl) (62)

J& na forma exponencial,

2.2, =l k" =

0 que nos permite entdo escrever:

2,2, :'z]izz'sj(q”%) :'ijz'M (63)

Conclusoes:

1.%) Da equagdo (63) temos que:

b A-kl] &

qzl.z2 =q, + P (65)

28 Para z=x+ jy :'z'ejq ez =x-jy :'z's 1 vale entfo estabelecer a seguinte equagao:

Z.Z* :'*Jq'*' Jq

ou seja,

2.7 :'z|z (66)

3.%9) Também ndo é dificil mostrar que

(2.2,) =27, (67
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Exemplo 1.19
Multiplicar os seguintes nimeros complexos:
a) z,=2+j3ez,=-1-j3
b) z,=5¢'% e z, =2 %
c) z;=2/30° e z,=5/-45°

Solucéo:

8) 2,2,=(2+3)(-1- j3)=7- j9
b) 2,2, =(5e/% )2e % )=10e %

¢) z,2,=(2,/30°)(5/- 45° )=10/-15°

Exemplo 1.20
Passar o niimero complexo - 2e!” para as formas polar e cartesiana.

Solucéo:

Este é uma excelente exemplo, pois, lembrando a forma exponencial de um complexo, z :'z'sjq ,

parece que estamos diante de um absurdo, qual seja um numero com moédulo negativo. Acontece
que ai ndo existe modulo negativo, mas sim uma “multiplicacdo implicita”, conforme veremos a
seguir:

- 2% =-2 /Y =-2/150° =(- 1)(2) /150°

=(1/180° )(2 /150°)=2 /330° =2 /- 30°

@ ndoéusual ¢
g pois devemos  +
Ster - 180°<q£180° 5
que é a forma polar.
A forma cartesiana € facilmente obtida a partir da forma polar, ou seja:
2=2/-30° =2cos(- 30°)+ j2sen(- 30°)=

=1,732- j1,000
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Observagdo: As calculadoras eletrénicas estdo em um estagio de desenvolvimento tdo elevado
que, aquelas que tem as rotinas RET ® POL e POL ® RET, assimilariam a transformagao
- 2 /150° diretamente para a forma cartesiana, pois, quando se entra com 'z': - 2, 0 software da

calculadora entende que isto ndo é simplesmente mddulo, e que existe uma multiplicacdo
implicita. Esta duvidando? Pois entdo pegue uma e execute a operacgao!

d) Diviséo

- e
A divisdo de duas grandezas complexas, z, —ess, é definidacomo z, =z,.z, se z,1 0.
ZZ

Em coordenadas retangulares temos:

A:w:?mﬁm 22
Z, X2+Jy2 X2+Jy2' X, - JY2Q

onde o processo de racionalizagédo foi efetuado utilizando-se o complexo conjugado do denomi-
nador.

Finalmente,

Z,  &BX, + 0 &y -xVy,0
e = Hﬁ Jg-ﬁé—%i (68)
Z, X, +y2 9 X5 +y2 1%

e na forma exponencial,

7 i
- — — ej(Ql' d2)
7 19,
2 2]

0 que nos conduz a

z Bkl .. 7
e — il /(7 ) :H fch - q, (69)

z,

Conclusodes:

1%) Da equagdo (69) concluimos que:

qz/ =0,-9, (71)
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2% Nao é dificil mostrar que

*

?@ :-21-, sendo z,* 0| (72)
Lg I

3% Fica entdo evidente que a multiplicacdo e a divisdo de grandezas complexas s&o mais
facilmente efetuadas na forma polar, a menos que, conforme ja dito anteriormente, se tenha uma
calculadora eletronica mais sofisticada.

4?) E importante notar que multiplicar uma grandeza complexa por j = e” =1 /90° nio altera o
seu mddulo, mas soma 90° ao seu angulo de fase. Raciocinando em termos da representacéo por
meio de segmento orientado no plano complexo, a multiplicagdo por j gira 0 segmento orientado
de 90° no sentido anti-horario. De modo analogo, a multiplicacdo por - j=e'j% =1/-90°
também ndo altera 0 médulo da grandeza mas, neste caso, ha uma subtragao de 90° na fase, ou
seja, 0 segmento orientado € agora girado de 90° no sentido horario.

59 Similarmente, se multiplicarmos um nimero complexo por e* =1/a , ndo alteramos o seu
modulo; apenas acrescentamos a ao seu angulo de fase ou, em outras palavras: giramos o
segmento orientado que representa o complexo de um angulo a no sentido anti-horario. Se a

multiplicago for por e 2 =1 /- @ o giro sera no sentido horério.

6% Das propriedades e defini¢Oes vistas até entdo resultam as leis comutativa, associativa e
distributiva usuais:

2,2, = 1,7, (73)

,+2,=2,%+17, (74)

21-(Zz-zs)= (21.22).23 (75)

21+(22+Zs)=(21+22)+23 (76)

2(z,+2,) =22, +2,.2,| (77)

(z.+2,)2, =22, +2,.2| (78)

Exemplo 1.21
Dividir os seguintes nimeros complexos:
a) z,=4- j5ez,=1+j2

p
6

b) z, :4ej% ez, :2ej/

c) z,=8/-30° e z;=2/-60°
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Solucéo:
.13
|
)
%
b) o= 4er :2e1y
Zy e/
- (0]
¢) = 830, /30°
2. 2,/ 60°
Exemplo 1.22

Determinar o resultado da expressao

_ (500){2000/- 30° + 250,30° )(1000
500+2000/- 30° 250/30° +1000

Solucéo:

Temos entdo:

;= 1000000‘—300 + 250000‘300 _

500+1732- j1000 2165+ j125+1000

_ 1000000 /- 30° + 250 000‘ 30° _

2232- j1000  1216,5+ j125

_21000000 L 30° + 250 OOO‘ 30° _
24458 /- 241° 12229 /5,9°

=4089 /- 59° +204,4 /241° =
=406,7- j42+186,6 + j83,5 =

=5933+ j415 = 5948 /4°

e) Potenciagéo

Consideremos, inicialmente, um nimero complexo genérico

z :'z'sjq :'chos q+ jsenq)

Procedamos agora a potenciacdo deste nimero, ou seja,

n

Z .

Temos entdo:

7" = 'Z'qu]n = 'ZKCOSC]"’ jsen q)]n
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Assim sendo vem que:

'z' gl —|z' cosg+jseng)"

porém, da identidade de Euler,
e’ =cosng+ jsenng

0 que nos permite escrever

W Mo ilinsasimg|

Dai concluimos que se

z :'z's la :'z'&:'z'(cosq+ jsenq)

podemos exprimir a poténcia nas seguintes formas:

2 =[fe™| (80)
2" ={f /na| (81)

2" :'z'n (cosng+ jsennq)

(82), também conhecida como 1.2 férmula de De Moivre.

Considerando a parte assinalada com asterisco na equacdo (79), concluimos também que:

(cosq+ jsenq)" =cosng+ jsenng| (83), que é reconhecida como sendo a identidade

de De Moivre.

Exemplo 1.23

Calcular “3'+ j)7 utilizando (a) a forma exponencial e (b) a 1.2 formula de De Moivre.

a) Temos que:

H-A&T -2

|q —arctg? 30°= ﬂrad

Logo,

“3'+j):2ej§.

Solucéo:
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b) i

Calcular “2-+ J‘Z’)w utilizando (a) a forma exponencial e (b) a 1.2 formula de De Moivre.

a)

Assim sendo,

w+ 1)7 = 27j7?p = (27ejp)<ES«EeJ§g:

2

=128(cosp + jsen p)g%osﬂ+ jsended=
e 6 6g

:—128§+ j%%z—64“3'+ i)

1'2' 2

Q—ﬂrad
f
“3'+ j)7 =27 écos&+ jse”7£@:1282003§p_ SE t:')+ jsen‘é%p_ 5 dJ:
€6 6 H € € 6 o & -Ea6 i
:1283‘082@ 5£9+ Jsenge%_lzg £ Jig:
& e 6g &6 % >
=-64¢ff+ )
Exemplo 1.24

Solucéo:

Temos que:

H- 3] 75

q arctgl= 450—

4
Logo,
2

& -2

Assim sendo,

w ‘)‘ _210e i _210e zp_(zloeﬂp)geélg
=1024(cos2p + jsen 2p)g«“os@9+ j sen@%I =
& €2g 2

e

0
]

=1024j

1'2' 2

Tq —&arad
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“2-+ 1‘2-)L0 = 21°8°E:osl_oﬂ+ jsen 1000
e 4 4 g
= 102400523 p +ald+ jsenDp +Z£Eﬁ:
€ e 4 g e 4
= 1024¢%os£+ J senﬂgz 1024
e 2 2g

Exemplo 1.25
. « j100(1- j2)
Determinar o resultado da expressdo z = T tanto na forma polar quanto na
-3+ j
retangular.
Solucéo:

Inicialmente vamos passar cada um dos fatores para a forma polar:

_\100/90° _634° _ 1007 90° )5/ - 126,8°
5/126,9° |§2/- 135° 5/126,9° )@2/- 135°

=70,9/- 28,7° =62- j34

Solucéo Alternativa:

VVamos manter os fatores na forma retangular e racionalizar a fragdo resultante:

j100[1- j4- 4 |100| 3- | |
3+j3- j4+4
_1004-
= 7-j
_100531- '|17!_
O 49+1

f) Radiciagéo:
Diz-se que um nimero w € a raiz n-ésima de um nimero complexo z se
w=¢fz = 2%
que é equivalente a

=27.
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Para determinar as n raizes distintas do nilmero z vamos considera-lo em sua
forma trigonométrica

z ='2Kcosq + jsen q)
e representemos, também em forma trigonométrica, a raiz que desejamos encontrar:

w :'\/\Kcosj + jsenj ) .

Utilizando a 1.2 formula de De Moivre, a equacdo z" =n assume a seguinte
forma:

" (cosnj + jsennj ) :|2Kcosq +jsenq).

Uma vez que a igualdade dos nimeros complexos requer a igualdade das partes
reais e das partes imaginarias, separadamente, devemos ter:

" cosnj :|z'cos q

" senn;j :|z'sen q

Tais equagOes, por sua vez, sdo equivalentes a

W-i

nj =g +2kp (k=0,1,2,K,n-1)

ou seja,
M= e/ :an"ﬁ(k =0,1,2,K,n-1)

Seque-se entdo a expressao conhecida como 22 formula de De Moivre:

S @+ 2kp o, + 2kp 6l g + 2k
W:ﬁ:ﬂéCOSH+JSenH:ﬁ :‘a ﬂ_ﬂn

sendok=0,1,2,..,n-1.

(84a)

Que também pode ser expressa para 0 argumento em graus,

5 °+k360°5 . °+k360° gl /q°+k360°
w :ﬁ:ﬂgosgfhn;‘*' J Senh :ﬂ %

sendo k=0, 1, 2, ...,n-1.

(84b)
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Esta formula produz n raizes distintas w,, w;, w,, K, w, _,, todas com 0 mesmo
maodulo e com argumentos

0 0
— QKD g k3600 012 o1
n n

que estdo situadas sobre a circunferéncia centrada na origem e com raio ﬂ , sendo os vertices
de um poligono regular de n lados, conforme ilustrado a seguir:

Fig. 1.25

Casos particulares:
1°) Raizes da unidade:

Quando z =1, o0 &ngulo q assume o valor zero e a formula (84) reduz-se a :

aZkp &
w= %os—aﬂsen 200 g“ /—E2k —1/k3600

(85)

sendo k=0, 1, 2... n-1
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Considerando
2p .2 2
W= cos£+ Jsen£: e ",
n n
e utilizando a identidade de De Moivre, vemos que as n-ésimas raizes da unidade sao dadas por:

LWW K, W

A figura 1.26 ilustra as raizes no caso n = 6, onde

W= cos-26&+ j sen-26&: cos%+ j sen%: 0,5+ j0866 =g PP

W2 =el?®P =_05+ j0866 =W

W =el =-1
il

W' =e 3 =-05- j0866=-W
.50

We=e'® =05- j0866=W

YA

8 /

Fig. 1.26
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2°) Raizes quadradas:

T X
. \ w, :ﬂe j(p+%):ﬂ p+f :ﬂ 180°+ ¢

3°) Raizes cubicas:

(86)

A -2«
ﬁ =— W, :ﬁ ez :ﬂ (qﬂ% :ﬂ (q°+3eoz (87)
\ W, :ﬁ jlaree) :ﬂ (q+4% - ﬂ (q°+7zoz

Exemplo 1.26

Determine os valores das seguintes raizes:

2 OF EIF X a o gzt+ W)

e represente-as no plano complexo.

Solucéo:
a) ‘J-
H-1
Temosque z=j =e”%p : e
fa=g=00°
Pela expresséo (86):

w, =g / 45° =1/ 45° =cos45°+ j sen 450 = 0,707+ 0,707

w, =¢fl /180°+45° =1 /225° =1 /- 135°=cos(- 135°)+ jsen(135°) = - 0,707~ j0,707
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¥

Fig. 1.27
b) ‘—Sj
iA=8
. H
Temosquez=-8j=8e “pP | e
,:‘q:-z:_goo

Pela expresséo (87),

w, =@ /- 30° =2[cos(- 30°)+ jsen(- 30°)] =2(0,866- j05)=1732- ]
W, =‘8' (- 90°+360°)/3 =2 /90° =2(cos90°+jsen90°) =2

w, =@ /(- 90°+720°)/3 =2 / 210° =2 / - 150°

= 2[cos(- 150°) + jsen(- 150°)| =2(- 0,866 - j0,5)=-1,732- |

yA

2

Fig. 1.28
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C) ﬁ:

Temos que z=1 e, pelaexpressio (85), comn=8, w=1 k360° _

8
=1 /k45° sendok=0,1,2,...,7 no presente caso.

Assim sendo,

W, =1/0° =cos0°+jsen0°=1

w, =1 /45° =c0s45%+ jsen45°=0,707+ j0,707

w, =1/90° =c0os90°+jsen90°= j

w, =1 ,/135° =c0s135°+jsen135°=-0,707 + j0,707
w, =1 /180° =c0s180°+jsen180°=-1

w, =1,/255° =1/ - 135° = cos(- 135°) + jsen(- 135°) =- 0,707 - j0,707

w, =1,/270° =1/-90° =cos(- 90°)+ jsen(- 90°) = - |

w, =1 /315° =1 /- 45° =cos(- 45°)+ jsen(- 45°)=0,707 - j0,707

\ 4

¥

Temos que z et jép J,['Z'zi@z +g5 =£=1
2 2 Tq =z= 60°
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Pela expresséo (86),

w, = /30° =cos30°+jsen30°=0866+j05

w, =l /180°+30° =1 /210° =1/ - 150° =cos(- 150°) + jsen(- 150°)=- 0866~ j0,5

Fig. 1.30

Exemplo 1.27

Determinar o conjunto-solugéo em C da equagdo w* +4=0.

Solucéo:
Temos:

w'+4=00 w*=-40 w:‘— 4

isto significa que devemos calcular as raizes quartas de z = — 4. Temos entdo:
. i =4

72=-4=4e" b i

A 0 0 A 0 0 A
Utilizando a expresséo (84), comn =4, w :ﬂgcosmg+ jsenaéSO 2K3e0 o
€

e o e 4 %
sendo k=0, 1, 2, 3 no presente caso. Assim sendo,
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w, :‘2- / 45° =¢2]cos45o+ jsen 459] :‘2-%+ jg,%:“ j

W, :‘2- /135° :ﬂcosl35°+jsen135°] =‘5§ ng jggz 1+
2

w, =¢f2 /255° =¢f2 / - 135° =
=qf2lcos(- 135°)+ jsen(- 135°)] =‘2.§ g jggz 1
2

w, =qf2 /315° =g /- 45° =gf2\cos(- 45°)+ jsen(- 45°)] =‘2-§- jggzl- j

Logo o conjunto solugdo é:

S={1+j, -1+j, -1- j1- j}

1.13.5 A Desigualdade do Triangulo

Em alguns trabalhos sobre nimeros complexos, este é um item que aparece logo
no comeco, Visto que, no mais das vezes, é apresentada uma demonstracdo para ela baseada
puramente em uma propriedade geométrica dos tridngulos. Nesta oportunidade, vamos também
apresentar uma demonstracdo analitica , pelo que optamos por aguardar um maior
amadurecimento do estudante com relagdo aos varios conceitos basicos.

Vamos entdo considerar dois pontos do plano complexo associados aos nimeros
z, e z,, conforme apresentado na figura 1.20.

Temos entdo:

AR BT ED

A demonstracdo geométrica segue o fato de que os pontosO, z,,ez, +z, sd0 0S
vértices de um triangulo de lados 'z]| ,'zz'e'z1 + 22' , e um lado nédo pode exceder a soma dos
outros dois.

E também interessante notar que a desigualdade se torna uma igualdade
quando os pontos 0, z,, e z, sdo colineares.

Para demonstrar a desigualdade algebricamente vamos escrever, baseados
nas expressdes que envolvem complexos conjugados, que

'Zl + 22'2 = (21 +z, )(21 +z, )* = (21 + 22)(2: + Z:): lef + (le; + Zzzf)"' Zzz;

porém



