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Unidade 3

Matrizes, um primeiro enfoque

3.1. Apresentacao

Esta é a terceira unidade de um curso que temos ministrado no Instituto Politécnico da U-
niversidade Estacio de S& e vamos, inicialmente, justificar a expressdo “um primeiro enfoque” do
titulo do trabalho. Nesta oportunidade apresentaremos a parte basica das matrizes: conceitos fun-
damentais, tipos especiais e operacdes. No seguimento de nossos estudos as matrizes serdo nova-
mente abordadas, em associagdo com outros assuntos tais como determinantes e sistemas lineares.

Face a uma quase universalidade nas notagdes ajj, bj, Cik, para elementos genéricos de ma-
trizes, com preferéncia para a primeira, e por abordarmos também matrizes com ndmeros comple-
X0s, optamos pela notacdo j (em negrito e italico) para representar a unidade imaginaria, ou seja j

:‘-1, diferentemente dos textos de matemaética pura, que preferem utilizar i :‘-1. A nossa nota-
cdo é a mesma empregada pelo pessoal da area da eletricidade, onde tivemos nossa formag&o pri-
mordial, visto que em eletricidade a letra “i” é reservada para a corrente elétrica.

Os modernos aplicativos para PC’s tais como o MATLAB, por exemplo, ja aceitam ambas

as notagoes i :‘-1 e]j :‘-1 para a unidade imaginaria, a fim de atender sem “prioridades” a to-
dos 0s usuérios.

3.2. Introducéo Histérica

Somente uma canalizagdo de energia superior, totalmente intangivel a nossa falha compre-
ensdo humana, pode ter inspirado Isaac Newton e Gottfried Wilhem Leibniz a “criarem” algo t&o
fantastico e poderoso para o desenvolvimento das ciéncias exatas quanto o Célculo Diferencial e
Integral, e o que é mais interessante: na mesma época, em lugares diferentes — Laibniz na Alema-
nha e Newton na Inglaterra e de forma independente, até porque os métodos de abordagem foram
diferentes. Gerou-se entdo uma grande polémica entre os discipulos desses dois sabios pela reivin-
dicacdo da primazia na criagdo do Calculo. Embora o lado de Newton tivesse levado vantagem na
disputa, as conseqiiéncias foram desastrosas para a ciéncia britanica pois, nos cem anos subsequen-
tes ao episddio, os matematicos ingleses, fiéis ao seu mais eminente cientista, concentraram-se nos
métodos geométricos puros, preferidos de Newton, ao invés de nos métodos analiticos, que sdo bem
mais produtivos. Uma vez que os demais matematicos da Europa Continental exploravam tais me-
todos de modo eficaz, a matematica inglesa acabou ficando para tras no citado periodo.

No entanto, terminou havendo uma reacéo e o0s ingleses acabaram voltando ao primeiro es-
caldo no século 19, e um dos maiores responsaveis por esta reviravolta foi Arthur Cayley, que entre
suas muitas criac@es originais consta a das matrizes em 1855. No século 20 acharam-se inimeras
aplicacdes para este poderosos e compactador instrumento matematico. S6 para formar idéias per-
guntamos: vocé conseguiria imaginar o mundo atual sem energia elétrica? Pois bem, enquanto o
desenvolvimento de fontes alternativas geradoras de energia elétrica ndo atingir um estagio de apli-
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cacdo mais ampla, continuaremos a depender dos atuais sistemas: usinas geradoras, subestagcdes
elevadores, linhas de transmisséo, subestacOes abaixadoras e linhas de distribui¢do. E o que os en-
genheiros que cuidam da operacionabilidade e estabilidade de tais sistemas fariam sem as matrizes
para mapea-los? A resposta € uma so: nada! Face as dimensdes de tais sistemas nos dias atuais seri-
am impossiveis os calculos de fluxo de carga e de curto-circuito sem o emprego do Calculo Matri-
cial as matrizes do tipo impedancia de barra [Z,,,,] e admitancia de barra [v,,,..].

barra

N&o, ndo é s6 em Engenharia Elétrica que esta ferramenta matematica é fundamental. Exis-
tem inGmeras aplicagdes em outros campos, como sistemas de referéncia em Mecéanica, calculos
estruturais de grande porte, curvas de ajustamento em Estatistica, etc. A proposito: as planilhas ge-
radas no Excel também sdo exemplos de matrizes.

As matrizes sdo Uteis porque elas nos permitem considerar uma tabela (quadro) de muitos
ndmeros como sendo apenas um Unico objeto, denotado por um simbolo simples, e executar calcu-
los com estes simbolos de forma bem compacta.

3.3. Conceitos Fundamentais

O conceito de matriz surge associado as relagdes lineares tais como transformacdes linea-
res e sistemas de equagdes lineares.

Consideremos, por exemplo, a transformacao linear
\:, yl = a11)(1 + alZXZ
1Yz = auX% tayX,
onde a,;, a;,, ,; € @5, 540 NUMeros dados, enquanto que X,, X,, bem como y,, Y, sdo grandezas varia-

veis. Por exemplo: as coordenadas de um ponto no plano xy em dois sistemas de referéncia distin-
tos.

Dispondo os coeficientes da maneira pela qual eles ocorrem na transformacéo e encerran-
do-os entre colchetes, por exemplo, obtemos a tabela

<

éa, a,u
€ u
&y An(

que é um exemplo de matriz.

Ampliando a definicdo podemos dizer que denomina-se matriz retangular ou simples-
mente matriz m ~ n toda aplicacdo f de I ~ J em C, ou seja, € uma correspondéncia em que associ-
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amos ao elemento (i, j) T 1~ Jum Gnico elemento a;; pertencente ao conjunto C dos nimeros com-
plexos®, sendo que o niimero a;; € denominado imagem do par (i, j).

Por exemplo:
a,; € uma imagem do par (1, 1) 17 C
a,, € uma imagem do par (1, 2) 1,1 a
N 1,2 din
a,, € uma imagem do par (m, n) 1,3 as

Fig. 3.1
Assim sendo a imagem de aplicagdo®
f:1"J® C

é 0 conjunto de nimeros
{ay, ap i %, a,,)

pertencente ao corpo dos numeros complexos C, e 0s elementos deste conjunto sdo justamente os
elementos da matriz.

Representamos entdo uma matriz[A] retangular, tamanho, tipo ou ordem’ m ~ n (I&-se m

por n), por intermédio de uma tabela, com m ”~ n elementos, onde os elementos a;; sdo distribuidos
por m linhas e n colunas, sendo que o elemento genérico a;; situa-se na intersecdo da linha de ordem
i (i-ésima linha) com a coluna de ordem j (j-ésima coluna).

A linha de ordem i € o conjunto dos elementos a;; em que i € fixo e j varre todo o conjunto
3={1,2,3,% ,n}.

Por exemplo: a 2.2 linha da matriz é:

® De um modo geral uma matriz é uma tabela formada por niimeros complexos. Lembrando que o conjunto dos niime-
ros reais esta incluido no conjunto dos nimeros complexos, podemos dizer que uma matriz € formada por nimeros reais
e/ou complexos

® para 0 conceito de aplicacdo volte & secdo 1.11 da Unidade 1.

" Os trés termos séo utilizados, porém, o mais fregiiente é tipo.
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{8y, a2 800, %, 3,,}
conforme pode-se ver também na Fig. 3.2.

A coluna de ordem j € o conjunto dos elementos a; em que j € fixo e i varre todo o conjun-
tol={12,3 % ,m}.

Por exemplo: a 3.2 coluna da matriz é:

{313, 3, Azzs 74, am3}

a;, a, a; L a,
ay ay a; L a,
[A]=] a, a, a; L a, |; mlinhas
L L L L L
aml amz am3 L amn y,
B ~— — m’'n
n colunas
a, |, &3 L &, |® 12linha
‘ Ay | Ay | 8y L a, ‘ ® 2.2linha
[A]: ‘ Ay | Ap an | L &, ‘ ® 3.:2linha
L L | L L L
3 | @nz | Bys| L @y, [|® m2linha
1.2col. 2.2col. 3.2col. n.2col
Fig. 3.2

Elemento Genérico:

1i® ordemda linha a qual pertence

: 0 elemento; as linhas s&o numeradas
a. 'Il'cima para baixo delaté m.
i  ® ordemda colunaa qual pertence
I 0 elemento; as colunas s&o numeradas
% da esquerda para a direita, delaté n.

1£iEm
1£j£En
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Fig. 3.3

llustracéo 3.1

Sejam as tabelas a sequir:

B3 5 -2 - .
a) & " ¢ matriz tipo2~ 3.
D /£ &
é 2+j6 3 U
b) g 4 5+ J‘Esmu é matriztipo3~ 2,ej= ‘-1 € 0 numero imaginario puro.
g 1+ J‘?T 2 g
c) [0 3 -2 1 4]ématriztipol” 5.
€ 5 u
¢ 4 0
d €  Uématriztipo4 ™ 1.
&+ 20
é a
6-240
-ou
e) & G é matriz tipo 2~ 2.
&3 0
f) [2] é matriz tipo 1~ 1, ou matriz de um Unico elemento, e trata-se de um caso bem parti-
cular.
llustracéo 3.2
Uma tabela contendo informagdes sobre os moradores de uma determinada vila de ca-
sas do tipo
NGmero da Casa NUmero de Renda Familiar Tempo de Canal Favorito de
Residentes (R9) Residéncia (anos) TV
1 4 2000 1 4
2 3 1800 4 4
3 6 3200 7 11
4 5 2000 2 9
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5 2 800 9 11
6 7 2500 8 6
7 1 800 5 11

pode ser colocada sob forma matricial

& 4 2000 1 4y
& (
© 3 1800 4 4
@ 6 3200 7 110
e u
& 5 2000 2 9y
& 2 800 9 110
e u
& 7 2500 8 6y
& 1 800 5 114

e as informacdes passadas adiante sob forma mais compacta, porém, é necessario que quem
vai recebé-las saiba exatamente o papel representado por cada linha e por cada coluna.

llustragéo 3.3

Um outro exemplo bem usual é a bem conhecida matriz origem-destino de passagei-
ros. Uma matriz desta natureza é construida a partir de uma tabela listando o nimero de pas-

sageiros que, partindo de uma determinada cidade, dirigem-se a uma outra. Por exemplo.

Destino
Belém Sao Paulo Belo Horizonte Manaus
Origem
Brasilia 150 1200 800 700
Porto Alegre 5 300 20 100
Recife 10 150 5 20
Rio 60 1500 500 100

Temos entdo:

€50 1200 800 700u

[A]=

é U
& 5 300 20 100(J
810 150

5 200

e u
&60 1500 500 100g

llustragéo 3.4
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Venda diaria
Produto - - - -
Lojal Loja 2 Loja3 Lojad
Computadores 20 15 12 25
Impressoras 18 20 10 13
Periféricos 9 10 12 6
€0 15 12 250
_é a
[A]l=§18 20 10 13
g9 10 12 6§
llustragdo 3.5
éZ 1 '4@ _i_311:2; 31221; 313:'4
[A]:é 5 93_| _|l_a21:3; a, =5 a,,=9
8 -7 -34 {3-31:8; A, =-7; a5, =-3
Além da forma padrao ja apresentada
éa‘ll a‘lZ a‘lS L a'ln l]
é3-21 Ay Ay P U
[A] = gaSI a'32 a‘33 L a'3n 8
(:al— L L L L G
@ml amZ am3 L amnH
sdo também possiveis as seguintes representacées:
(;3@11 a, a; L a, 0 a, a, a; L a,
(;3-21 a‘22 a23 L a‘2n _ 21 a22 a23 L aZn
(W=f a a L al W 2 a L af [A=g
cL L L L L= L L L L L
gaml amz am3 L amnB ml amz am3 L amn

i1 {1,2,3,%,mbejl {1,2,3%,n}

ou simplesmente

[A] = (aij )m'n-
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EXEMPLO 3.1

Indique claramente os elementos da matriz [A] = (aij )3, , tal que a; = 3i—].

Solucéo:

31123’ l—l=2;a12:3, 1—221;31323’ 1-3=0

3.2123’ 2—125;3.2223’ 2—2=4;a23:3’ 2-3=3

33123’ 3—128;a32:3’ 3—2=7;as3:3’ 3-3=6

Logo,
€ 1 0y
[Al=8% 4 3
8 7 6f

EXEMPLO 3.2

Uma confeccéo vai fabricar 4 tipos de roupa utilizando também 4 tipos de material diferen-
tes. Seja a matriz [A] = (aij )4,4 onde a; representa quantas unidades do material j serdo empregadas

para produzir uma roupa do tipo i.

(?146
W=g 2
& 5 1
0 3 2

10
a
24
80
u
0

a) Quantas unidades do material 3 serdo empregadas para confeccionar uma roupa do tipo 4?

b) Calcule o total de unidades do material 4 que serdo necessarias para fabricar 3 roupas do tipo 1,
5 roupas do tipo 2, 2 roupas do tipo 3 e 4 roupas do tipo 4.

Solucéo:

a) Da definicdo de elemento genérico e do enunciado vem que

11® linha e tipo de roupa

& . . .
"% j ® coluna e tipo de material
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Sei=4ej=30 elemento em questdo é a,;, cujo valor é 2, ou seja, 2 unidades.

b) Neste caso,

i=1,2,3¢e4;j=4.
Logo,
37 (an=1)=3

, 28
4 (a44 :7) :E

e o total procurado é 57 unidades.

3.4. Matrizes Especiais e Operacdes com Matrizes

Ha matrizes que por apresentarem certas peculiaridades recebem nomes especiais. Os con-
ceitos que envolvem tais matrizes estdo tdo intimamente interligados com as opera¢Ges matriciais
que ndo ha como apresentar todo um assunto primeiro e depois o outro. Optamos entdo por interca-
l&-los em uma ordem que a nossa experiéncia didatica nos mostrou ser a mais eficiente, sem com
isso querermos afirmar ser a nossa a unica sequéncia possivel e valida.

3.4.1. Matriz Linha

Uma matriz

[a, a, L a,]

do tipo 1~ n, que possui somente uma linha, é chamada matriz em linha ou um vetor em linha.

llustragéo 3.6
Temos a seguir uma matriz linhal” 5:

[Al=[p -5 7 4 2]

3.4.2. Matriz Coluna
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Uma matriz

éa‘ll
e
_
="
e
éaml

(e e ey ey ey eng

do tipom = 1, que tem apenas uma coluna, denomina-se matriz em coluna ou um vetor em colu-
na.

llustragéo 3.7

A matriz a seguir € uma matriz coluna 6 = 1:

&+ 3
e u
&3 q
& 4 U
[Al=¢
e "%y
€ 1 U
é _u
e-174g

3.4.3. Matriz Quadrada
(A) Definicéo:

A matriz que possui 0 mesmo nimero de linha e colunas é chamada matriz quadrada, e o
nmero de linhas é igual a sua ordem?®.

Seja entdo [A]= (aij )n, _ uma matriz quadrada de ordemn,comn” n = n’ elementos:

é, a, a, L a,u
gaZI a‘22 a‘23 L aZnH
[A]=ga31 B A Loayl
B L L L Ly
;@nl anZ an3 L annH

Nesta matriz devemos destacar dois conjuntos de elementos: a diagonal principal e a dia-
gonal secundaria.

® No caso da matriz quadrada néo utilizamos as expressdes tamanho e tipo, conforme na matriz retangular; usamos
apenas ordem.
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(B) Diagonal Principal:

E o conjunto dos n elementos a; para os quais i = j, isto é:
{a;li=i} ={a, 8w, an, % , a,,}

(C) Diagonal Secundaria:

E o conjunto dos n elementos a; paraos quaisi+j=n+ 1, ou seja:

{aij |I+ J =n+1} = {aln ; a2,n—1;a3,n—2;1/4 ; anl}

(D) Elementos Né&o-Diagnonais:

Resumindo a situacdo: temos entdo que uma matriz quadrada de ordem n tem ao todo n’

elementos, sendo n situados na diagonal principal e n na secundaria.

Para determinar o nimero de elementos situados fora de ambas as diagonais devemos levar
em conta dois casos:

(i) npar: ndo existe elemento comum a ambas as diagonais.

n.° elementos ndo-diagonais = n.° total de elementos — n.° de elementos da diagonal
principal (n) — n.° de elementos da diagonal secundaria (n) = n”- n- n=n*- 2n

n.2elemn/d =n’-2n Q)

(if) n impar: existe um elemento comum a ambas as diagonais.

n.° elementos ndo-diagonais = n.° total de elementos — n.° de elementos da diagonal
principal (n) — n.° de elementos da diagonal secundaria (n — 1, pois o elemento comum
a ambas j& foi computado na principal) = n? - n- (n- 1)=n? - 2n +1.

nelemn/d=n?- 2n+1 )

(E) Trago

O trago de uma matriz quadrada é definido como sendo a soma dos elementos de sua dia-
gonal principal, ou seja:

tr[A] = all + a22 + a33 + L+ ann = é. aii (3)

i=1
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llustragéo 3.8

Consideremos as seguintes matrizes:

sua diagonal secundaria é {- 2,7, - 1}, e temos 4 elementos fora de ambas as diagonais
(32- 2" 3+1=4), que sio {4,-3,9, 5}. Seu trago & tr[A] =8 + 710 =5.

e 8 6 u

-13‘

> ue uadrada de ordem 4. Sua diagonal principal
2+;2 @) 9G° 1 gonat princip

‘HJD

b) A matriz [B]=¢€
e a

& 4 T1 0 2 (Y

6{L,-1,4, - 6},sua dlagonal secundaria é {6,5, 2 + j2, 4}, e temos 8 elementos fora de
ambas as diagonais (4>- 2" 4=8), que séo {5, 8, 7, 9, 2, =7, 1-j3}. Seu traco é
tr[A]=1-1+4-6=-2.

EXEMPLO 3.3
2i+3j 3
Dada a matriz [A] = (a, )4 tal que a; = :'1Ise| :jel J , calcular a diferenca entre o pro-
i

duto dos elementos da diagonal principal e da diagonal secundaria.

Solucéo:
Diagonal principal:

a,=2"1+3"1=5
a,=2"2+3 2=10} o
e aeyamisy Wl
33 - 1
a, =2  4+3" 4=20}

Diagonal secundéria:
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a, =1 u
a.,=1 % o
23—2’3+3'2-12§’ {aij||+J:n+1:4+1:5}
a3 = =12)

a, =2 4+3 1=11'b
Assim sendo temos:

571015 20-1" 1" 12" 11=14.868

3.4.4. Matriz Triangular

Uma matriz quadrada [A] cujos elementos a; = 0, para i > j & chamada triangular superi-
or, enquanto que aquela cujos elementos a;; = 0, para i < j, € chamada triangular inferior. Assim
sendo,

éall a, a; L a, U

o L a

é Az Ay azn U

€0 0 a,; L a,,0Ucétriangular superior e
é a

sl L L L Ly

g0 0 0 L a,

éa, 0 O L Ou

é a

é3-21 a5 0 L 0 U

éa, a, a; L 0 Ueétriangular inferior.
é a

iL L L L Ly

ganl anz an3 L ann H

llustragédo 3.9

61 0 0 © 35 4y

e 5. U & S a _ onll

a) & 3 4 OL,J ) € 7 6 20@
g5 0-2¢ @ 0 1140

© 0 0 9

(triangular inferior)
(triangular superior)

3.4.5. Matriz Diagonal
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é, 0 O L Ou
é a
a0 a, 0 L 0y
A matriz [A] eO 0 a; L 0 Ucujoselementos a; sdo nulosparai? j
oL oL oL LY

0 0 0 L a,f

que € ao mesmo tempo triangular superior e triangular inferior € chamada de matriz diagonal. Ela
também pode ser representada por

[A] diag 311’ 8y, Bg3, V4, nn)

lustracéo 3.10

As seguintes matrizes sdo diagonais:

3.4.6. Matriz Escalar

Se na matriz diagonal tivermos a,, = a,, = a5, = L. = a,, = k, ela € chamada de matriz es-
calar.

lustragédo 3.11

As seguintes matrizes sdo escalares:

b) [B]=

3.4.7. Matriz ldentidade ou Matriz Unidade
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Se na matriz diagonal tivermos a,; = a,, = a,; = L. = a_, = 1, dizemos que ela € uma ma-
triz identidade de ordem n, indicada por [l ].

Uma outra maneira de se indicar a matriz identidade é

[In] = [41]

sendo a{j o simbolo de Kronecker ou delta de Kronecker, isto é:
g=1sei=jcomi,jl {L.2,3, %, n}

g=1seit jeomi,j1 {123 %, n}

llustragédo 3.12
Temos as seguintes matrizes identidades:
a) matriz identidade de ordem 1 ® [Il]:[l]
40
b) matriz identidade de ordem 2 ® [IZ]:gl ﬂ
o 1
e 0 0y
c) matriz identidade de ordem 3 ® [I3]:é 1 OH
0 0 1§
¢l 0 0 L Ou
g0 1 0 L 0y
d) matriz identidade de ordem n ® [In]=(:a0 0 1 L ou
9 L L L Ly
80 0 0 L 1§

3.4.8. Matriz Nula ou Matriz Zero

E toda matriz cujos elementos em sua totalidade sio nulos.

llustracéo 3.13
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2=[0], , é matriz nula do tipo 2~ 3.

€ Ou
) & of

c) [0 o 0 0 0]=[0],, ématriz nulado tipo 1 5.

[0],, é matriz nula de ordem 2.

3.4.9. lgualdade de Matrizes

Duas matrizes [A]z(aij)m,ne [B]z(bij)m,nséo iguais quando apresentarem todos 0s
elementos correspondentes iguais, ou seja, quando a;; = b;; " i I {1, 2,3, Y, m} e" jl
{tL 2,3, %, n}.

llustracéo 3.14

€3 -2 3u é3 -2 3u
a) g— 1 7 132 S‘ 1 7 13 pois todos o0s elementos correspondentes sdo iguais.
g2 -4 0§ €2 -4 og
el -3u, é -30 . . . .
b) é7 ] 431 é7 ) ﬂ pois a,, 1 b,, 0 que evidencia o fato de que basta apenas dois ele-
e u e a
mentos correspondentes ndo serem iguais para que ndo se verifique a igualdade de duas
matrizes.
EXEMPLO 3.4

Determine x e y de modo que se tenha

&x+y 1

€
-5 X-y

Solucéo:

Devemos ter:
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ix+y=3

Tx-y=-1

Somando membro as equagdes, obtemos:

2x=2\ x=1

Substituindo o valor de x em uma das equagdes encontramos

y=2.

3.4.10. Transposigdo de Matrizes
(A) Definicéo:

Chama-se matriz transposta de [A]=(aij)m,n a matriz [A]' :(ag)n,m tal que a§ =a;
il {1,2,3, %, mbe" j1 {1, 2 3 %, n}. Isto significa que, por exemplo ag, as,,
af,, ¥ , a{ sdo respectivamente iguais a a,;, a,,, 4,5, ¥4, a,,, valendo dizer que a 1.2
coluna de [A]té igual a 1.2 linha de [A] Repetindo o raciocinio chegariamos a conclusao

de que as colunas de [A]t sdo, ordenadamente, iguais as linhas de [A]

llustragdo 3.15
Temos as matrizes a seguir € suas respectivas transpostas:
& 3u
& & 4 Ou
a) [Al=g 1@ [A]'=¢ L ol
& 6f -
é1u
€ 30
b) [B]=|L -3 4 8|®|B|'=¢€ U
) [e]-] lo[e] =g,
e, u
é8a
61 -2 0 u 61 4 -3
o [c]=g4 6 1+j2g@[c]'=g2 6 -1
83 -1 3-j4f B0 1+j2 3- j4f

(B) Propriedade:
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{[Al} =[A

Demonstracéo:
[A]' = a =a;
([} =ap=ag=a, P {[A]] =[A

Observagédo: No decorrer da apresentacdo de outros assuntos serdo apresentadas outras
propriedades envolvendo a transposigdo de matrizes.

3.4.11. Matriz Oposta

Dadas duas matrizes [A] = (aij )m,n e [B]= (bij )m,n , dizemos que [B] é matriz oposta de [A]
se todos os elementos de [B] s&0 0s opostos’ dos elementos correspondentes de [A] , OU seja:

[B]=[- A] O bj=-a, il {1,23% mie" ji {123 %, n}

llustragéo 3.16

Temos as matrizes a seguir e suas respectivas opostas:

1 44

) (=g g0 [Bl=-[4=5 ]
b) [c]=h 2-j3 o |0 [D]=-[c]=|1 -2+j3 0 -¢f]

3.4.12. Matriz Conjugada

(A) Definicéo:

Chama-se matriz conjugada de [A] = (aij )m, _ amatriz [A] = (a,) . em que cada elemento

J/m"n
a;} é 0 conjugado do elemento correspondente na matriz [A] :

° Em Algebra dizemos que dois nimeros s&o opostos ou simétricos quando eles tém mesmo médulo mas sinais contré-
rios. Por exemplo: 2 e —2; -5 e 5; etc.

Em matrizes, utilizamos o termo oposta para indicar oposi¢do de sinais, visto que o termo simétrica sera guardado para
uma proxima aplicagéo.
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(B) Propriedade:

{[al} ={[a}

Demonstracéo:

Temos que

[A] b a§ =a;=x+jy

(A1} b ag=log) =a=x- iy @
[A]"P ag=a; =x- jy

{[A]‘}t P a¢=af=a;=x-jy (2

De (1) (e) vem que

{[al} ={[a}

(C) Notagéo Especial:

Use-se a notagdo especial [A]H para a transposta conjugada de [A] e deve-se notar que se
[A] € uma matriz real entdo [A]H =[A]‘.

llustragéo 3.17

e2+18 5- j3 4- J7uA [] - j8 5+j3 4+j7u
—e

a) [A
) [] e j6 - j4 3+12L‘I j6  1+j4 3- qu

b) [B]=[3 2-j5 4+j8]U [B] =[3 2+j5 4- jg
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EXEMPLO 3.5
€2- j3 5+ j8u
Dada a matriz[A]:g -4 3- j7H determinar [A]H :
e6-i j54d

Solucéo:
Sabemos que [A]" :{[A]‘}* logo,

(ar &8 -4 -6-ju_de- g3 (4) (e j)u
S+j8 3-j7 5 d d+j8) (-7 (5 g

_(§2+j3 -4 —6+jl‘:|
&-j8 3+j7 -5 4

3.4.13. Matriz Simétrica

Conforme ja mencionado na se¢do 3.2 0s elementos de uma matriz podem ser nimeros
reais e ou complexos. Se todos os elementos da matriz sao reais, ela é dita real.

A matriz quadrada real é dita simétrica se ela é igual a sua transposta, isto &, se
[A] =[A]

decorrendo da definicéo que se [A] = (aij) € uma matriz simétrica, temos:
a;=a," i, " jI {1.2,3,%, n}

isto € os elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal principal sdo iguais.
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llustracédo 3.18
Séo simétricas as seguintes matrizes:

3.4.14. Matriz Anti-Simétrica

Denomina-se matriz anti-simetrica toda matriz quadrada real [A] tal que

[A]" =-[A]

decorrendo da definicdo que se [A] = (aij) € uma matriz anti-simétrica, temos:

a=-a;" i, " j1 {123, %, n}
ou seja, os elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal principal sdo opostos, e
os elementos dessa diagonal s&o nulos, pois para i = j temos a; = — a;;, 0 que SO € possivel se a; =
0" i

lustragédo 3.19
Sao anti-simétricas as seguintes matrizes:
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é0 a b cu
é a
d) [D]z‘?a 0 d ey
&b -d 0 fu
g—c -e - f OH

EXEMPLO 3.6

Determinar x, y e z para que a matriz

e -4 2
[A]:gx 0 1- ZH
g 2z 0§

seja anti-simétrica.

Solucéo:
Da definigcdo de matriz anti-simétrica vem

iIx=4
iy=-2
L27=-(t- 2\ 22=z-1\[z=-1

EXEMPLO 3.7

Determinar os elementos incdgnitos da matriz a seguir sabendo-se que a mesma é anti-
simétrica.

€+a L LU
é a
[Al=¢-a b-= a
& 3 ¥
g b -C C-4y

Solucéo:
Da defini¢do de matriz anti-simétrica temos:

12+a=0® a=-2
'b-2=0® b=

lc-4=0® c=4
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Temos também que:

a,=a=-2

1
a13:'b:'?
a

— — — — —

s =C=4

3.4.15. Matriz Hermitiana

Denomina-se matriz hermitiana a toda matriz quadrada complexa [A]tal que

{[A]‘}* = [A] ou seja, que € igual a sua transposta conjugada. Neste caso a matriz recebe uma no-
tacdo especial, ja vista subsecdo 3.3.12,

[Al={[A]} =[A]"

Decorre entdo da definicdo que se [A] = (aij) € uma matriz hermitiana, temos:

a, =(a,).," i " il {L2,3,%,n)

ou seja, 0s elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal principal sdo conjuga-
dos, e os elementos dessa diagonal devem ser reais, pois para i = j devemos ter a, =a, 0 que s6
é possivel sea; T R" i.

Observagéo: A notagéo [A]H :{[A]t}, conforme ja haviamos afirmado na subsegéo
3.3.12, ndo significa que a matriz em questdo seja necessariamente hermitiana. No exemplo 5 temos
uma situagdo na qual [A] "1 [A] 0 que nos leva a concluir que aquele exemplo a matriz[A] néo €
hermitiana.

lustragéo 3.20

As seguintes matrizes sao hermitianas:
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61 1-j 20
o [c]l=8+i 3 iy
B2 -j og

3.4.16. Matriz Anti-Hermitiana

Denomina-se matriz anti-hermitiana toda matriz quadrada complexa[A] tal que
{[A]t} =- [A] ou seja, que é igual a oposta de sua transposta conjugada, e podemos escrever

[Al=-{[A]} =-[A]"
Da definicdo temos pois que se [A] = (aij) é uma matriz anti-hermitiana devemos ter:

a,=-,),"i," il {,2,3,%, n}

1]

ou seja, os elementos simetricamente dispostos em relacdo & diagonal principal séo opostos
conjugados, e os elementos dessa diagonal devem ser nulos ou imaginarios puros, pois, para i

=j,temos a, =-(a; )", 0 que s6 é possivel se a, = 0 ou a, = jy (imaginario puro) " i.

llustracéo 3.21

S&o anti-hermitianas as seguintes matrizes:

3.4.17. Soma ou Adicdo de Matrizes
(A) Definicéo:

Dadas duas matrizes[A]=(a;) e [B]=(b;) . denomina-se soma [A] + [B] a matriz

[C] = (cij )m,n tal que c; = a; + b, " i, " j. Isto equivale a dizer que a soma de duas matrizes [A] e
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[B] do tipo m * n é uma matriz[C] do mesmo tipo, em que cada elemento é a soma dos elementos
correspondentes em [A] e [B]

llustragéo 3.22

) @ 4 60 63 9 14_&@+(-3) 4+9 6+1_é&1 13 17y

® 2 74 &5 -8 1Y §o0+5 2+(-8) 7+1f & -6 8

esu e0u € 5+0 u é5u

esu e ,u u eqgu
b eld, & 2581+ 25 8%

R N o

&% é8a &(-9)+84 &l

&+ 5 3u é j2  -4+jsu_é (2+5)+(j2) 3+(-4+js)u_

8- j9 W8 34ja 1+j U8 jo)+(-3+ja) 1+(+j) U7
) a est] Ja J J 1)
c

_(§2+j7 -1+j8@

g-15 2+j 4

(B) Propriedades:
A adicdo de matrizes possui as seguintes propriedades:
(1.8 Comutativa: [A]+[B]=[B]+[A]
(2.8 Associativa: [A]+{[B]+[c]} ={[A]+[B] +[C]
(3.8 Elemento Neutro: [A]+[0] =[A]
(4.2 Elemento Oposto: [A]+[- A]=[0]
(5.8 Transposicdo: {[A]+[B]}' =[A]' +[B]"
onde [A] [B] [C] e [O] sdo matrizes do tipo m “ n. Estas propriedades sdo conseqtiéncias de pro-

priedades analogas da adi¢ao no conjunto dos nimeros complexos. Assim, " i1 {1, 2,3, Y, m} e" j
T {123, %, n}.

Demonstragoes:

i[x]=[A]+[B]P Xij:aii+bij[']p x. =y, b [x]=[Y]

9 Ty ]=[8]+[Alp v, =b, *a
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o 1XI=[Al+{[B]+[c]}P x; =2, + (b, +c, _
(2.9 I[Y] {[A] [B]} [C]ID X, (a +£> )k/)b X; =Y, P [X]—[Y]

33 [x]=[Al+[o]p x;=a;+0=a;P [X]=[A]
(4.9 [X]:[A]"'[' A]p X; =a;- 8 =0P [X]:[O]

Devido a propriedade associativa, a defini¢do de adi¢do pode ser generalizada paran 3 2 ma-
trizes. Por exemplo, temos:

[A]+[B]+[c]+[p]=[x] O [x]=([a]+[8])+([c]+[D])
N /7

jé& definidas

52 Sendo [Al=(a;) . [A]t:(aﬂ:)n,m, [B]=(b;) . . [B]t:(bﬂ:)n,m, [Al+[B]=(c,),, e
{[A]+[8]} =(c8), ,

temos que:

cg=c, P cg=a +b, b cg=ag+bgp {[A]+[B]}' =[A]' +[B]

- lustracdo 3.23
Sejam

é 8u

W=g i el=g
Temos entéo:

a8 5u

.
A+lel=§ Sfe (A=l =g 2
Logo, b {[a]+[e] =[] +[e]

[A]t el 2LU

_63 7u. _8 8y
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EXEMPLO 3.8
Determinar a, b, ge dde modo a que se tenha

eirlue3 bu é 1u
& e -y o

Solucéo:
Devemos ter:
a+3=5\ ga=2
1+pb=1\ b=0
1+0=9\ g=1
2-4=4d\ d=-2
EXEMPLO 3.9

Determine x e y de modo que se tenha

éy’ 3xu+ey xu+e1 lu_é5 1u
&7 4x§ &y x°§ 82 2080 -0

Solucéo:

Devemos por definicéo satisfazer ao sistema:

[‘! yi-y-1=5® y*-y-6=0"
1y2+2y+2=10® y2+2y-8=0

na equagao cubica, verificar que apenas a

A solm;éo da equacdo cubica y3 —y -6 =0 esta além do nivel deste curso, mas existe uma alternativa: calcular as
raizes dajequacdo seguinte,y +2y—-8=0,quesdoy=2ey=4e, voltan

raizy = 4 verifica ambas as equacdes.

Ao estud

tdo sdo: 2,

-1+j@2 e—l—jﬁ.

180

ante interessado, que pretenda aprofundar seus estudos, adiantamos$ que as raizes da equagao clbica em ques-



x=0
X=-3

— — —

\I 2 2
3x+x2+1=1® x*+3x=0® x(x+3)=0
|

[ax+x242=-1® x* +4x+3=0

_-41‘6-12 _-4+2ix=-3
X = = e

2 2 1x=-1

EXEMPLO 3.10

Uma fabrica produz um certo refrigerante. Os custos relativos & compra e transporte de
quantidades especificas dos ingredientes necessarios para a sua produc¢do, adquiridas em duas loca-
lidades (fornecedoras) distintas sdo dadas respectivamente pelas seguintes matrizes:

Ingredientes Preco de Compra

Custo de Transporte

a ¢s 120
2 gm 4 g: [A]
S g3 3g

Ingredientes Preco de Compra

Custo de Transporte

a ¢ 11y
U_

'} gﬂ 5 q—[B]

S g4 2y

Determinar a matriz que representa 0s custos totais de compra e de transporte dos ingredi-

entesa, b ec.
Solucéo:

€8+6 12+11y é&4 23y

[C]:[A]+[B]22L4+17 4+58:231 98
g3+4 3+2§ 87 5§

3.4.18. Subtracgéo ou Diferenca de Matrizes

Definigdo:
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Dadas duas matrizes [A]= (aij )m,n e [B]= (bij )m,n, denomina-se diferenca [A]- [B] a ma-
triz [C]= (cij )m, talque c; =a;— by, " ie"]. Isto equivale a dizer que a diferenca entre duas matri-
zes [A] e [B] do tipom” néuma matriz[C] do mesmo tipo, em que cada elemento ¢ a diferenca
dos elementos correspondentes em [A] e [B]

llustragéo 3.24

) & 1 3 -90 & 2 -7 -8iU_
% 8 -7 648 4 1 -54
@-5 1-2 3-(-7) -9-(-8u_é&3 -1 10 -1
“&-3 84 -7-1 6-(5H & 4 -8 11l

b) &+j3 4-j7u e4-18 3- jllu_
Q+j5 -2-jad E2+j2 s5+j3d”
_d2+3)- (- 4- j8) (4-j7)- (3- j1%)u_ e6+111 l+J4U
g(L+i5)- (2+j2) (2+i2)-B+j3)q &1+i3 -3- iy

EXEMPLO 3.11

[B] &3 20

Calcular [A] [B]+[C] sabendo-se que [A]:% 1 Ou

elcl=g, T

Solucéo:

&-(-3)+5 4-2+(-u a3 10

A [B+[c]=§ e

(-1)+2 2-0+(-4)g &

3.4.19. Produto de um NUumero Complexo por uma Matriz
(A) Definicéo:

Dada a matriz [A] = (aij )m,n e 0 niimero complexo z, chama-se produto de z por [A], que
se indica por z[A] , @ matriz [B] = (bij )m, _ cujos elementos sdo iguais aos elementos correspondentes

de [A] multiplicados por z. Em simbolos:
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[B]=2[A]O by=za, " il {12,3,% me"ji {1,2,3 % .n}

lustragéo 3.25

b) 164 2 Ou é&®' 4 &2 & 0 €2 1 04

- A = A =

262 -6 8] @ (-2) & (-6) #8; &1 -3 44
+j2u - 2) [+ j2) 2- jau

0 (2+_3)<§3+j2 -1- jou_d2+j3) (3+j2) (2+j3) (-1- jJu_é j13  1- j50
PR 5 0§ & (2+j3) 5 (2+j3)0 § &o0+j15 0 §

(os célculos intermediarios deste item da ilustracdo vém logo a seguir)

E claro que os nimeros complexos podem ser multiplicados tanto na forma retangular
quanto na polar, embora tal operacdo nesta ultima forma seja mais facil. A menos que o estudante
possua uma calculadora HP apropriada, que executa o produto, diretamente, tanto em uma forma
quanto em outra. Uma calculadora dessa natureza admite até que cada nimero esteja em uma for-
ma, e da a opgdo de resposta em ambas as formas.

No entanto, vamos partir do pressuposto que poucos possuam uma calculadora com
tais recursos, e que a disponivel faca, no maximo, as conversdes polar ® retangular e retangu-
lar ® polar.

Temos entdo duas opgoes:

1.%) Trabalhar na forma retangular e converter a forma polar no final:

3+j2 -1-j 2+j3

2+] 2+]3 5

6+j4 2-)2 10 + j15 = 18,0280/56.31°
jo-6 _j3+3

j13=13/90° 1 ~j5 = 5,0990/=78,69°

e 0 resultado do produto é:

é Jj13 1- j5u_é 13/90° 5,099¢/ - 78,69°u
& ' u

Q0+j15 0 Y9 &80280/5631° 0 H
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2.%) Converter os numeros para a forma polar, efetuar as multiplicacdes, e depois voltar a
forma retangular:

2 +j3=36056/56.3L° : 5=5/0°
3 +j2 = 3,6056 /33.69°

_1-j=14142 /-135°
1-j5="5,0990/=78,69°

Efetuando os produtos obtemos:

(3,6056/56,31° ) (3,6056,/33,69° ) = 13/90° = j13
(3,6056/56,31° ) (1,4142/- 135° ) = 5,0990/-78,69° =1 - j5
(3,6056/56,31° ) (5/0° ) =18,0280/56,31° = 10 + j15

Finalmente,

é 13/90° 50990/ - 78,69°0_¢é j13  1- j50

£8,0280/56,31° 0 H &o+jis o Y
(B) Propriedades:

O produto de um numero complexo por uma matriz goza das seguintes propriedades:
13) 7,(z,[A]) = (2,2,)[A]

22) z,(A]+[B]) =z[A]+z[8]

39 (z,+2,)Al = [A]+2,[A]

42) 1[A]=[A]

52) {z[A]} =2 [A]

onde [A] e [B] sdo matrizes do tipom x n e z, e z, s&0 nimeros complexos.

Estas propriedades também séo conseqliéncias de propriedades analogas da multiplicacdo
no corpo complexo. Suas demonstragdes sdo imediatas.
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EXEMPLO 3.12
Resolver a equacdo matricial

& 3 50 e6 7 00 é4 5 240
[x]+ & o -107&1 -3 -0 &1 0 -4
e e - iU € - 7u

Solucéo:
Temos que:

[X] Ou é4 5 2u é 3 5u
el 3 -l €10 4 & 9 M

ou seja,
[] e641 7-5-3 0-2-5 0
1-(1)-7 -3-0-9 -1 (-4)- (- )
Finalmente,
é1 -1 -T7u
X|=a 2
[x] &7 -12 44

EXEMPLO 3.13
Resolver a equagdo matricial
[x]+[c]=2A]+3[8]

sendo dadas:

gl 4@ gl 2u é4 1@
€3 U SL ou & 40
=€ u = U e u
=80 S0 lel-g felcl-g
SR R A
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Solucéo:
Temos entéo:
[x]=2[A]+3[8]- [c]
ou seja,

é2 8u & 6u é4 1lu é2+3-4

8+6-1

& U & o0& .0 & u
x]=¢° 105, &3 63 g5 lj_g6+3-5 10+6-1y

80 40 & 90 &7 20 80+3-7

4+9-20

.40 140 %3_2%‘3, ; éj” & 243-11 14+9- 3]

=2[A] =3(g] 4c]
Finalmente,
é1l 13Q
é U
x]=¢* u
é-4 110
& 10 204

EXEMPLO 3.14

Resolver o sistema de equacdes matriciais

x]+[v]=2[A]+3[B]

i
i[x]- Y]=4[A]- [8]

sendo dadas as matrizes

8 70 ez 4
[Al=8 2;e[B]=%1 54
e o g3 7

Solucéo:

Somando membro a membro as equagdes do sistema, temos:

2[x]=6[A]+2[B]p [x]=3[A]+[B]
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a)

b)

b)

Subtraindo membro a membro as equacdes do sistema, temos:
2lv]=-2[A]+4[B]P [v]=2[8]- [A]
Assim sendo,

€9 210 é2 4u 4l 250

(x]=§2 6%+&1 s0=§1 1Y

Gl God &

=3[A] =[e]

¢4 8u & 7u el lu
_€ u e u_e u
V]=%2 105- & 25=¢ 6 8y
Qo o4 > o

EXEMPLO 3.15

Se [A] ¢ uma matriz simétrica e k é um escalar, demonstre que k[A] também é uma matriz si-
meétrica.

Se [A] é uma matriz anti-simétrica e k é um escalar, demonstre que k[A] também é uma matriz
anti-simétrica.

Demonstracéo:
Se [A] ¢ simétrica temos [A]' =[A] o que implica em a;=a;, " i, " jl {L.2,3,%, n}

Temos que k[A] € de tal forma que

Uma vez que a; = a; temos também que ag =a¢, o que evidencia o fato de k[A] ser tambem

simétrica.

Se [A] & anti-simétrica temos [A]' =- [A] o que implica em a;=—a," i, " jl {L.2,3, %, n}

Temos que k[A] ¢ de tal forma que
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b)

Uma vez que a; = — a; temos também que a§ =-af, o que evidencia o fato de que k[A] ser
também anti-simétrica.

EXEMPLO 3.16

Sabendo-se que [A] é uma matriz quadrada demonstre que [A] + [A]t € uma matriz simétrica.

Sabendo-se que [A] € uma matriz quadrada demonstre que [A] [A]t e uma matriz anti-
simétrica.

: € 3u o o
Escreva a matriz [A] = &, gll COMO asoma de uma matriz simétrica [B] e uma anti-simétrica
% 8

. )

Solucéo:
Se [A]+[A]" for simétrica entdo devemos ter {[A]+ [A]t}t =[A]+[A]'
Determinacéo de {[A] + [A]‘}t ;

{[A]+[Al} =[A] +[A]=[A] +[A]

e esta demonstrado que [A] +[A]" é simétrica.

Se [A]- [A]" for simétrica entéo devemos ter {[A] [A]‘}t = {[A] [A]‘}.
Determinagao { [A]- [A]‘}t ;

{[A]- [Al} =[A]' - [A]=-{[A]- [A]'}

e esta demonstrado que [A]- [A]' é anti-simétrica.

Do item (a) sabemos que [A] + [A]t € uma matriz simétrica, logo:

€ 3u € 7u0_é4 10u
[A]+[A]' = & 8LJ & 8l &o 16
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De forma semelhante (pelo item (b)) sabemos que [A] [A]t € uma matriz anti-simétrica, de
modo que:

€ 3u & 7u_é -4u
W-W=g S ek o

Somando [A]+[A] + [A]- [A]' obtemos 2[A], logo
—a{ [A]+[A]}+am{ [A]- [A]!
A

Finalmente:

[] 1é4 10u_é& 5u
280 164" & 8l

e

c]=L® -4u_& -2
7% o 2 of

EXEMPLO 3.17

a) Sabendo-se que [A] € uma matriz quadrada complexa demonstre que [A] +{[A]t}* € uma matriz
hermitiana.

b) Sabendo-se que [A] € uma matriz quadrada complexa demonstre que [A] - {[A]t} € uma matriz
anti-hermitiana.

6 5+ j3C
C) Escrevaamatrlz[A] e +) o

( COMo a soma de uma matriz hermitiana[B] e uma anti-
g9-] 4-]2

hermitiana [C] :

Solucéo:

a) Se [A]+{[A]t}* for hermitiana devemos ter i {[A]+{[A]‘}}t\z =[A]

Determinago de i{[A] + { [A]‘}} t\z ;
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il by =00 1Y () o= {1

e esta demonstrado que [A] +{[A]t}* € hermitiana.

Se [A]- {[A]t} for anti-hermitiana devemos ter i{[A] {[A]‘}}t\z _ {[A] {[A]t}}
Determinagéo de i{[A] {[A]t}}tg

Hi- (b =0 1) =0 - 1= 1]

Do item (a) sabemos que [A] +{[A]t}* € uma matriz hermitiana, logo:

e2+j6 5+ j30 e(2+16) (9- j)u
A Al'f = 0=
ACH s A S N
e2+16 5+13u 92 j6 9+Ju ¢ 4 14+j4g
_39 j JZU % j3 4+12L‘I gL4 8 H

De forma semelhante (pelo item (b)) sabemos que [A] - {[A]‘}* é uma matriz anti-hermitiana, de
modo que:

j6 5+j3u e(2+J6) (9- j)*l]
Al-11Al'T =&, . i
RRUCI s AU RS S U S
_(§2+J6 5+139 92 j6 9+jl:|_(? j12 —4+j2g

89- 4-j2ll &-j3 4+j2ll @iz -4l
Somando [A] +{[A]‘}*+[A] - {[A]‘}*obtemos 2[A], de modo que

=2l 2l {11}

[B] [C]
Finalmente:

[] 1é 4 14+J4U é 2 7+12[:|
—a»A 7
284-j4 8 U S? i2 4 §
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1é j12 -4+j20 éj6 - 2+ju
[C]=amg 08, o
28+j2 -j4 &+ -i24

3.4.20. Produto de Matrizes:

(A) Definicéo: dadas duas matrizes [A]=(q,) e [B]=(b,) . chama-se produto
[A] [B]a matriz [C]=(c, ), , tal que:

n
[¢)

G = ailblk + ai2b2k + ai3b3k +L+a.b, = a aijbjk
j=l

in™nk

paratodoi={1,2,3 v ,m} etodo k={1,2,3,% ,p}.

(B) Da presente defini¢do concluimos que:

1.°) O produto [A] [B] existe tdo somente se 0 nimero de colunas da matriz[A] for igual ao nimero
de linhas da matriz[B], ou seja:

[A] é do tipo m x n
e

[B] é do tiponxp

2.9 A matriz produto tem o nimero de linhas da matriz[A] e o nimero de colunas da matriz[B],
pois [C] = [A] [B] e do tipo m x p.

Tais observacGes podem ser resumidas e melhor compreendida através do esquema a seguir:

(Al . Bl =[]
T

Fig. 3.3

Assim, por exemplo, existem os produtos de matrizes
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s S T
374

a 32 por 274P

b) 5x3 por 3x6 b 5x6
c) 4x1 por 1x3 b 4x3
d) 8x9 por 9x1 b 8x1

porém ndo sdo definidos produtos tais como:

3 L o

e) 2°5 por 4°3p §$

f) 3x4 por 6x8P $

3.9 Se [A] e [B] forem matrizes quadradas, a matriz [C]:[A] [B] existira se, e somente se, [A] e
[B] forem da mesma ordem, a qual sera também a ordem de [C] Por exemplo:

s S S 1

a 272 por 2°2b 272

b) 5x5 por 5x5 b 5x5
(C) Algoritmos de Obtengédo da Matriz Produto:
Observando a expressdo do elemento genérico

Ci = by +a;,0, +a,b, +L+3a,b,

que foi apresentada na defini¢do, concluimos que foram utilizadas na sua obtencdo a i-ésima linha
da matriz[A].

YaadaaPraakaqie

com n elementos, pois [A] édotipo m™n
tendo, portanto, n'colunas

e a k-ésima coluna da matriz[B]

by U
|
b
b, ycom n elementos, pois [B]é dotipon” p tendo, portanto, n linhas
i
!
bnk b
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Concluimos também que houve uma multiplicacdo entre elementos correspondentes, e de-
pOis uma soma, ou seja:

a,” by

a, " by

a3 by
M

a, b,

n
C_______________________________________J
a'ilblk + a'i2b2k + ai3b3k +L+ ainbnk
Tal fato nos sugere os algoritmos a seguir

Algoritmo 1:

1.9 passo: com as duas matrizes[A] e [B] lado a lado selecionamos a i-ésima linha da matriz[A] e a
k-ésima coluna da matriz[B] , correspondentes ao elemento ¢, ;

2.° passo: transportamos a k-ésima coluna da matriz[B] para uma posicéo horizontal sobre a ma-
triz[A];

3.9 passo: calculamos os n produtos dos elementos correspondentes (que ficam uns sobre 0s outros);
4.° passo: somamos estes n produtos obtendo o elemento ¢, da matriz produto.

A figura a seguir ilustra o processo.

o
iy
2
o
N
~
(=2
w
~
o
>
2

@Il blk+ aIZ bz'd' a|3 b3k+ I_+ a|n ank l;' é ‘I k l;l é l;J
. € u- b u ¢ I u
£ e a é . a é a
S(_ﬁ’) d;; a;» d;3 L a, U €h elementos|| b:k u = e A u
N A/ A0 33342 u € I u e I u
é n elementos u e 1 u é u
i € b d 2 g
S aaaaaaaz2a444448% ¢ T—Jk Ui € G
A
. AP AA43

Fig. 3.4
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Este processo é interessante pois permite calcular qualquer elemento de [C] sem nenhu-
ma ordenacdo pré-estabelecida. No entanto, se pretendemos calcular todos os eIementos[C] é con-
veniente seguir a seqliéncia abaixo:

1.9 selecionamos a 1.2 linha de [A] e a 1.2 coluna de [B];
2.9 transportamos a 1.2 coluna de [B] para uma posicéo horizontal sobre a matriz[A];
3.9 efetuamos os produtos dos elementos correspondentes;

4.°)  somamos estes produtos e determinamos ¢, ;;

5.9) aproveitamos que a 1.2 coluna de [B] jé esté re-posicionada sobre [A] e selecionamos, agora,
a 2.2 linha de [A];

6.°) efetuamos os produtos dos elementos correspondentes;
7.°) somamos estes produtos e determinamos c,,;;

8.°) continuamos com a 1.2 coluna de [B] ate que haviamos varrido todas as linhas de [A] e, em
consequiéncia, obtido toda a 1.2 coluna de [C] ;

9.9 transpomos agora a 2.2 coluna de [B] e com a mesma varremos todas as linhas de [A] obten-
do, deste modo, a 2.2 coluna de [C];

10°) o processo continua até que a Gltima coluna de [B] tenha varrido todas as linhas de [A] quan-
do, entdo, a matriz[C] estara completa.
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lustragéo 3.26

a) Determinar o elemento c,, do produto matricial a seguir:

S8

a -1 64%as
e, L0623
? 034 -5 1U

")

Pelo esquema acima concluimos que o produto matricial € possivel, e vai resultar em uma
matriz 3 x 3. No entanto estamos interessados, por enquanto, no elemento c.,, logo:

C,3 3.2 coluna |3—i 3
de |B| que
deve ser
posicionada () (+) (x)>
sobre a

2. linha de[A] 5 b

C,, =2 3+2°1=8

b) Determinar todos os elementos do produto matricial [C]:[A] [B] indicado no item a.

Vamos posicionar as colunas da matriz[B] sobre a matriz[A] e seguir seqiiéncia ja men-
cionada:

O resultado final é:

&3 7 2u
[c]=g10 -6 8y
g19 -14 13§

Com o tempo o0 estudante ndo vai mais precisar escrever as colunas de [B] em posi-
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¢des horizontais sobre [A]. Néo, isto ja vai ser feito mentalmente. Vocé duvida? Entdo é hora

de vocé, que ndo sabia digitacdo, se lembrar de como comegou a digitar dados no computa-
dor; e hoje consegue bater sem olhar para o teclado. A comparagdo € a mesma.

Algoritmo 2:

1.9 passo: com as trés matrizes [A], [B] e [C] nas posigdes indicadas a seguir, selecionamos a i-
ésima linha de [A] e a k-ésima coluna de [B];

2.° passo: efetuamos os n produtos dos elementos correspondentes.;

3.° passo: somamos estes n produtos obtendo o elemento genérico ¢, da matriz produto.

k-ésima coluna

6a4Paas
é b.U U
3 T a
S
1. \7nelementokl
8 G
= .I. l;|
bR,
¢ | . 0
e , L
u H u
i-ésima linha 6 : . . L d.. L,J, .............. _é_) ...... [_,j
linha <— %‘E i Qip Qi3 L )ﬂm i & k L’j
e n elementos U e l.:l
%.444—4%444 xn %—44'244pr
A C
a‘bo 644@&48
& ) >
f u
!
b
ynllnhas
u
U
H
i i
! ~ i
m Iinhas‘F I-esima linha Cik 1>.'/m linhas
.I. -I-
! [A] c]=[A][g] !
f b
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é u é u
e u e u
e u e u
e u e u
é a é a
é a é a
%.442441£ %_4424435
n colunas p colunas
Fig. 3.5

llustragéo 3.27

Vamos agora calcular alguns elementos do produto matricial da ilustracdo anterior uti-
lizando este segundo algoritmo.

~
27242 (-5)=
=4-10=-6

Observacéao:
1.9) Este segundo algoritmo apresenta algumas vantagens sobre o primeiro;

a) Se for mantido um espagamento constante entre elementos adjacentes das matrizes [A] e

[B], a propria montagem do algoritmo j& garante a obtencdo da matriz produto com as
dimensdes apropriadas.
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b) A prépria disposicéo fisica do algoritmo ja indica para cada elemento de [C] qual a linha
de [A] e acoluna de [B] que devem ser utilizadas.

2.%) Antes de prosseguirmos € bom nao esquecer nunca que a matriz[A] entra com as linhas e
a matriz[B] com as colunas.

EXEMPLO 3.18

Calcular os seguintes produtos matriciais:

O e 7 € 1 1luél 4 7u <1 5 2\él - 10
&) lue€ u. & aé a. e ue a.
g 3 4ggl 2 0y g3 0¢g
él 1lu
g -15 oug 1 S
d) & g€ U e 2al 11 2
% 3 7 1U§3 1l2| g‘;a
é .U
el 1o
Solucéo:
Vamos utilizar apenas o segundo algoritmo que €, pelo nosso ponto de vista, 0 mais imedi-
ato.
) ¢ 70
/ & i 332’2
@ 10 &Yt3n

Py Sy

&4 7

2 D10 1Ly
8 106,

€0 1 1 él 2110

. .

—_———
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e

d)

PO B RP @
=
E) [ Y ey ey ey et

[ =

-———

T N

élu  é:1:1:20
U oY
[ = 1 Y - N S S U |

6, ©33 64,
EXEMPLO 3.19

Considere as matrizes[A] = (aij )3,4 e [B]= (bjk )4,5 tais que a;; = 2i + 3j e by = 3] — 4k. de-

termine o elemento c,. da matriz[C]: [A] [B]

Solucéo:

Ja sabemos que [A] entra com as linhas e [B] com as colunas, a fim de obter a ma-
triz[C]:[A] [B] . Uma vez que desejamos determinar o elemento c,., devemos utilizar a 3.2 linha de
[A] ea 5.2 coluna de [B]:
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Uma vez que a matriz
[B] édotipo4 ” 5, cada
coluna deve ter 4 elementos

A

b.=31-4"5=-17
b,=3"2-4"5=-14
b,;=3"3-4"5=-11
A be=3 4-4"5=-8
a, =2 3+3 1= a,=2"3+3 2=;a,=2"3+3 3= a, =2" 3+3" 4=,
=9 =12 =15 =18 s =97 (-17)+12° (- 14)+15” (- 12)+

Sendo a matriz [A] dotipo 3~ 4, cada +18" (- 8)=-630
linha deve ter 4 elementos

EXEMPLO 3.20

A matriz[C] fornece, em reais, o custo das porgdes de arroz, carne e salada usados em um
restaurante:

Custos
éluArroz
[C] = [porgc”)es’ custos] = SSHCarne
ggSalada

A matriz[P] fornece o nimero de porgdes de arroz, carne e salada usados na composicdo
dos pratos P,, P, e P, desse restaurante.

Arroz Carne Salada

®

€ 1 10uPrato By
[P] = [pratos' pOrQGES] = gL 2 1HPrato P,
8 OfPrato P,

®

Ache a matriz que fornece, em reais, os custos de produgéo dos pratos P, P, e P..

Solucéo:

Para calcularmos o custo de producdo de um determinado prato poderiamos usar a seguinte
formula:
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(n.° de porgdes de arroz) . (custo da porcéo de arroz) +
+ (n.° de porgdes de carne) . (custo da porcéao de carne) +
+ (n.° de porgdes de salada) . (custo da porgéo de salada)

O custo de producdo do prato P, por exemplo, €:

custoP,=2.1+1.3+1.2=7

No entanto é mais elegante e operacional trabalharmos com matrizes onde o custo de cada
prato serd interpretado como o produto da respectiva linha da matriz [pratos’ porgﬁes] pela matriz

coluna [porgﬁes' custos], ou seja:

[pratos’ porgc“)es] : |por(;6es’ custos]: |pratos’ custos|
%

Custos
é/uPrato P,

@ 1 1u édu e
[pratos’ custos] = 2 13 233 = gQHPrato P,
& 2 0g &0, egPratoP,

O exemplo a seguir demonstra utilidade semelhante para o produto matricial.
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EXEMPLO 3.21

Uma indUstria de informatica produz computadores X e Y nas versdes Pentium Il, Pentium
111 e Pentium V. Componentes A, B e C séo utilizados na montagem desses computadores. Para um
certo plano de montagem sé&o dadas as seguintes informacdes:

Computadores
Componentes X Y
A 4 3
B 3 5
C 6 2
Versoes
Computadores Pentium 11 Pentium 11 Pentium IV
X 2 4 3
Y 3 2 5

Determine as seguintes matrizes:
a) componentes ~ computadores;
b) computadores ” versdes;

c) componentes = versdes.

Solucéo:

&

a) [componentes~ computadores] = % 53

24

B RSP

© 4 3
b) [computadores ~ versdes] = & ﬂ
& 2 5

c) [componentes” computadores] . [computadores ~ versdes] = [componentes ~ versdes]

~" " " —~

T




& 3u . a7 22 270
. X1 Guce U _ & U
[componentes © versdes] = 2 5ug e ?gl 22 349
g8 28 28y

EXEMPLO 3.22

Ao se estudar um sistema de energias elétrica obteve-se a seguinte equacdo matricial para
as correntes nas fases a, b e c:

é,u & j2 j0o5 jo5ué 0 i

.0=5jos -2 jost 3/ cord

el.8 €05 jo5 -j2gg 0 ¢

Pode-se determinar as expressdes de I, I, e I ..
Solucéo:

Aplicando um dos algoritmos anteriores, obtemos:

1, =(j05) (1 60°) = (0,5/00°) (1/- 60°) = 0,5/30°= 0,433+ j0,25

I, =(- j2) (/600 =(2/£ 90°)(1/- 60°) =2/ 150 =- 1,732~ j

I, =(jo,5) (14 60°)=0,5/30°= 0,433+ j0,25

EXEMPLO 3.23

Para um determinado sistema de energia elétrica obteve-se a seguinte equagdo matricial:

5 1. U
~ /- 60°+]jV,
du & 1 1ug 3 e 3
Shy=a a° age —LS ©
~ - e u
Bl.f & a a'fle.25] G
S ete /- 18(P
& H

Sabendo-se que a = 1200, a%=1/240° =1 £ 120° , e que, em conseqliéncia, 1

+a+a’=0,equels+ I+ 1. =0, pede-se determinar V,.

Solucéo:

Efetuando-se a multiplicagdo matricial, obtemos:
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Ia:-%jé 60°+jvn-2—’§LZ6DE-2—’§LAlBDE
1. . ,2,5j 2,5'|
Ib—-?j[- 60"+1Vn-a—1-3 /60°- a - /- 180°

I, = -%jz- 60°+)V, - a 2’2 60°- a22—’§Lz- 180°
Somando-se as trés equagdes membro a membro, temos:

I, +1, +1 —33-?JL6—0—0+3JV wgﬂig)

pelo enuncmdo

ﬂﬂ Qéejjs) uds

(pelo enunciado)
(pelo enuncmdo)

Assim sendo,
(- 1460043, )j =

0 que implica em

V. :% /. 60°=0167- 0,289

(D) Cumpre notar que a multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa, isto é, para duas ma-
trizes quaisquer [A] e [B] nem sempre [A] [B] = [B] [A]

(D1) Temos casos em que existe [A] [B] e ndo existe [B] [A] Isto acontece quando [A] e
dotipom” n, [B] édotipon” pem? p:

A, e [B],, P s[Al[B]=[c].,
=/

[6l., e [Al, P $[B][A]
A/

1

(D2) Temos casos em que existem [A] [B] e [B] [A] mas séo no entanto matrizes de tipos
diferentes e, em decorréncia, [A] [B] * [B] [A]. Isto acontece quando [A] & do tipom “ n, [B] é do
tipon” mem?tn:

[Al, e [Bl,. P s[A][B]=[C],,
=/
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8], e [Al.. P $[B][A]=[D],,
=

(D3) Mesmo nos casos em que [A] [B] e [B] [A] sdo do mesmo tipo — o0 que ocorre quando
[A] e [B] sdo quadradas e de mesma ordem — temos quase sempre [A] [B] 1 [B] [A] :

lustracéo 3.28

él 2uu 220
4= : sww[] 347 ”;
380

[] e7 SU[][] ggl 548

(E) Quando [A] e [B] sdo tais que [A] [B] [B] [A] dizemos que [A] e [B] comutam ou
entdo que sdo comutativas. Devemos notar que uma condicdo necesséaria, mas ndo suficiente, para
que [ q] e [B] sejam comutativas € que elas sejam quadradas e de mesma ordem.

Quando [A] e [B] sdo tais que [A] [B] = —[B] [A] dizemos que elas sdo anti-
comutativas.

lustragéo 3.29
3 bl]l'.'l
Al=¢
0 & Sg-fel-E "
él
[B] =2 u' 14444,24452493J
g) 1 ub [A]e[B]sd0 comutativas
5 bl]l'.'l
[Al=¢
5 & O
b) e;, [A] cl=[cllAl=5, g
cl=¢ & 14444,244(‘334%'J
g) Oub [A]e [c]sd0 comutativas
5 bl] l'.'l
Al=¢ \
& du éad - bc 0 u
) [A][D] [D][A] Q
[D]= gd IDLP,14444444,2444 A A%
gcC L’b [A]e[D]sa0 comutativas
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1uu é& 3 2Lu
alellF]=¢
¢ 2 3U'[E1[F] -[F][e]

,

) [E]= ?
[ ]=T u'[ ][ ]

€
& b14443443-54444443

[E]e[F]s#o anti-comutativas

EXEMPLO 3.24

9 -1
Sendo [A] = g ’ ﬂ qual das matrizes a seguir comuta com [A]?
G u

d)OU[]éSZU

& 34

a 3 24
5 1M [D]g.ou

[B] ggu [C] =
Solucéo:

Para que duas matrizes comutem € necessario que elas sejam quadradas e de mesma or-
dem, o que ja exclui as matrizes [B] e [C] Temos entéo:

- 10é Ou e—l Ouu

[AHD1=3> 288 of &2 °u'[A][D] + [ol[A]

o 3 53
[A][E]=f - luédb 23 53) -lL‘J'L]
[ _g) 2ulélg) ?iu § 61&/[&]1&]2&@
E][A]—g) €2 200 of (Al e]comaam

(F) E também importante notar que a implicacio
[A][B]P [A]=0, [B]=00u [A]=[B]=0

ndo é valida no caso de matrizes, uma vez que é possivel haver duas matrizes ndo nulas cujo produ-
to seja a matriz nula.

206



lustracéo 3.30

_é ouw
[A]_g) OUI[A][B] él 0uéd Ou_€&0 Ou

=g © e of

(G) Se [A] e [B] séo matrizes simétricas temos também que [A]+[B] e k[A] séo simétri-
cas, conforme ja vimos nos exemplos 15 e 16. Entretanto, [A] [B] n&o é necessariamente simétrica.

lustragéo 3.31

Sejam

Tk=-
(Ale[e] 177°
séo simetricas :
I[B] = A
i
|
(][] = é & 3u8

1444?44&& A j o 1ad

[A][B] ndo & simétrica

(H)Se [A]= (aij )m,n entdo temos que:
@) [All1,]=[A]
9 [1,][Al=[A]
Demonstragao:

(1.°) Sendo [A]=(aij )m,n [ ]m n[ ]n . —[B] ( ) € [In]=(cpj)n,n temos:

by =a;; Cyjt @, Cyt a3yt L+ 3¢+ L +a;,C,
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de onde se obtem:
b;=a;.0+a,.0+a,. 0+L+a;.1+L +a,.0=3;

0 que permite escrever:

[All1,]=[A]

(2'0) Sendo [A] = (aij )m’ n’ [Im]m’ m[A]m' n = [B] = (bij )m’ n e [Im] = (Cip)m’ m temos:
b =Cjay* Cpayt Caat L+ ca;+ L +ca;

de onde se tiramos:
b;=0.a;+0.ay+0.a;+L+1.a;, +L+0.a, =a;

0 que nos leva a:
(1. 1[Al=[A]

() A multiplicagéo de matrizes goza das seguintes propriedades:
(1.9 Associativa: { [A][B]}[c]=[Al{[B][c]}

quaisquer que sejam as matrizes [A]=(a;) - ., [B]=(b, ) celel=(ea), o

(2.3 Distributiva a direita: {[A]+[B]}[c] =[A][c]+[B][c]

quaisquer que sejam as matrizes [A]: (aij )m,n, [B] = (bij )m,n e [C]: (Cjk )n, 0

(3.4 Distributiva a esquerda: [C]{[A]+[B]} =[c][A] +[c][B]

quaisquer que sejam as matrizes [A]=(a;) ., [B]=(b;) e [C]=(cs), u:

@ {z[Al}=[a]{z[8]}=2{[A][8]}

onde z ¢ um nimero complexo e [A]=(a;) - e [B]=(b, )  duas matrizes genéricas.

55 {[Al[B]} =[B]' [A]' sendo [A]=(a;) e [B]=(b;).  duas matrizes genéricas.
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Demonstracao

(1.%) Sejam
[Al=lay), . [B]=loys), . [C]=(ea)y ..
[o]=[A][6]=(di). .. [E]={[Al[B]}[C]= ()., e [F]=[Bl[c]=(f;),,
onde temos:
1EiEm, 1£jEn, 1EkEp e 1EIET.
Temos ent&o:

B & 6
e|I _a. dikaI a. a. alj jk _Ckl -

k=1 k=1 @j=1 I}

n

_a. aau jkal— aauga kaCkI ==
=1Qj g =

a‘lj fjl

I
Qo

'I_I‘

de modo que,

{[Al[8]}c]=[Al{[B][c]}
(2% sejam [A]=(a;) . [B]=(b;), . [c]=(c,), , e [D]={[A]+[B]}[C]=(di),
onde temos:

1EiEfm, 1£jEne LEKED.

Temos entdo:

(aI]Cjk bquk):

Q_)o:

= én. (aij +bij )C

j=

é
a. al] jk +a. blj jk

j=1

JLLY
1

1

de modo que,

{[Al+[B]}[c]=[A][c]+[e]c]

(3.%) A demonstragdo é semelhante a 2.2

(4.%) Sejam
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(5.9

[A] = (aij )m' n’ [B] = (bjk )n' p’ [C] = Z[A] = (Cij)m' n’
[D]=2[8]=(d,), ,. [E]=[Al[B]=(ei). , & 2=x+]y
onde temos:

1EiE£m, 1£jEne LEKED.

Temos entdo:

n n

o o ( )b _
a-CIj jk a. Zai jk Za. alj jk

I =1

€
n n
o) o)
a. alj jk a. aij (ijk) Za alj ji
i= =

de modo que,

{z[A]}=[Al{ z[8]}=2{[A][8]}

sejam [A]=(a,),.. [B]=(b,), ,. [Al[B]=(c\)y, e {[Al[B]}" =(c8), ,
onde temos:

1EiEm, 1£jEne LEKED.

Temos que:

Pela definicéo de produto,
a. alj jk

pela definicdo de matriz transposta,

0 que nos permite escrever:
& a. alj jk

mas, pela propriedade comutativa dos nimeros complexos,
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No entanto, temos também que:
[A] = (aﬂr)n,m b af =a;

e

[B]'=bg) P bg =D,

0 que nos leva a colocar entéo,

n

c¢ = a bgag

=

e concluir que:

{{Al[e]} =[B]'[A]

3.4.21. Matriz Periddica

k+1

Uma matriz quadrada[A] & periédica se [A]“"* =[A], onde k é um inteiro positivo. Se k é o

menor inteiro para o qual [A]k+1 = [A] dizemos que o periodo de [A] é k.

lustragéo 3.32

é1 -2 -6Q
[Al=53 2 95
g2 0 -3f

61 -2 -6Uél -2 -60 &5 -6 -60
[A]? _?3 2 9”93 2 94=59 10 9“

DR TP TR

[A] (Al

&5 -6 -6uél -2 -6u é1 -2 -6u
=) ué 0_ée 0_r.1
Al =a9 10 9,53 2 9,53 2 9, 1A




BN T
- = 2 (menor inteiro)
(Al =[A]p

Assim [A] é periédica de periodo 2.

3.4.22. Matriz ldempotente

Se na matriz periodica tivermos k = 1, teremos que [A]2 = [A] e dizemos que [A] € idem-
potente.

llustragéo 3.33

62 -2 -4y
_e ¥
a) [Al=g1 3 44
g1 -2 -3§
62 -2 -40é2 -2 -4u 62 -2 -4y
2_@ ué ua_e a_
p A =g3 3 4063 3 4¢3 3 4@—[A]
Blaida il idas 81 -2 %
[ (4
¢ 0 0 L 0gél 0 0 L O0u é1 0 0 L Oy
& ué u é u
g0 1 0L 050 1 0 L 05 g0 10 L Oy
1]’ =60 0 1 L ouéo 0 1 L o00=€0 0 1 L O00=
9 L L LLjd LLLLjadLLL Ly
€0 0 0 L 1Hg0O 0 O L 14 0 0 0 L 1§

Logo a matriz identidade de ordem n é idempotente.

3.4.23. Matriz Nilpotente ou Nulipotente

Dizemos que uma matriz[A] é nilpotente ou nulipotente se existir um nimero positivo p
tal que [A]p = 0. Se p € menor inteiro positivo tal que [A]p = 0, dizemos que [A] e nilpotente de
indice ou classe p. No entanto temos [A] P7t=0

212



llustracéo 3.34

¢l 1 3u
[Al=85 2 63
g2 -1 -3¢
¢l 1 30uél 1 30 ¢0 0 Ou
_€ ue u_e u
[A]Z—(?S 2 63gd 2 64=g3 3 9y
1 11428«9%314#]42@ gl -1 -3
A A

€0 0 O0uél 1 30 & 0
[A]3=gs 3 93%5 2 6g=go 00
Qi a G a4 a8 @ O

[A]2 (Al

G

Logo [A] é nilpotente de indice 3.

3.4.24. Polindbmio de uma Matriz
A operagdo polinbmio de uma matriz quadrada[A] é definida para qualquer polinémio
f(x)=a, +a,x+a,x? +L+a,x"
onde os coeficientes sdo escalares.
f(A) é a matriz
f(A)=a,[l]+a[A]+a,[A]" +L+a,[A]"
sendo [I,] a matriz identidade de mesma ordem k que a matriz[A].

Note-se que f(A) é obtida de f(x) substituindo a varidvel x pela matriz[A] e o escalar a
pela matriz aO[I k].

Se f(A) for igual a matriz nula, a matriz [A] é chamada zero ou raiz do polinémio f (x).
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EXEMPLO 3.25

] o 20
Sendo f(x)=5-3x+2x"e [A]—% 4 calcular f(A).

Solucéo:

2 -6u 67 -6u_é2 -6u él4 -120_
9 17y &9 22 &9 17 &18 44y

3.4.25. Matrizes em Blocos ou Particdo de Matrizes

Uma matriz[A] pode ser particionada em matrizes menores, chamadas blocos ou células
de [A] por meio de linhas tracejadas horizontais e verticais. Logicamente que uma matriz[A] pode

ser dividida em blocos de varias maneiras, como por exemplo:

€ -3 5 8 40 & 8 40 &
% 1 5 0 9 Y= 0o 9 Y=

g -6 -2 10 -11§ @f-6 -2§10 -11§ & -6f-2 10 -11j

A vantagem da particdo em blocos € que o resultado das operagdes sobre matrizes particio-
nadas pode ser obtido trabalhando-se com os blocos tal como se fossem, efetivamente, os elementos
das matrizes. Quando as matrizes sdo muito grandes para serem armazenadas na memoria de um
computador, elas séo particionadas, permitindo que o computador opere apenas com duas ou trés
submatrizes de cada vez. Algumas matrizes, como as relativas a grandes Sistemas de Poténcia!,

mesmo em computadores de grande porte, devem ser particionadas.

Seja entdo [A] uma matriz genérica particionada em blocos, a seguir,

1 gistemas de poténcia = Sistemas de energia elétrica: geradores, transformadores, linhas de transmissdo, cargas, etc.
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A (A [A] L [Au
Ad (A [A] L (ALY
Ad (A Al LA, ]u
L L L L L

gA.l (Al [AG] L [Am]tl

[A]=

OOOPERD

Se multiplicarmos cada bloco por um nimero complexo z, cada elemento de [A] ficara
multiplicado por z, ou seja:

ez[A,] A, ZA,] L A, ]u
glA] Ayl ZAs] LA,y
[A] = ez[AM] 7[A,] 7A,] L z[ASn]g
gL L L L L g
&lA,] Al Al L ALl

Consideremos agora um matriz[B] que tenha sido particionada da mesma maneira que
[A] , conforme ilustrado a seguir:

de.] [B.] [B] L [B,]u
dB.] [B.] [Ba] L [B.]}
[6]= e[831] [B.] [Ba] L [B,]d
L L L Ly

QBm] [B..] [Bs] L [B. ]

Se os blocos correspondentes de [A] e [B] tiverem 0 mesmo tamanho e somarmos estes
blocos, estaremos somando os elementos correspondestes de [A] e [B]. Em conseqiiéncia,

ga+[B] [A]+[Bo] [Ad]+[Bs] L [A]+[B,]0
dhul*[Ba] [An]+[Ba] [Au]+[B] L [An]+[Ba0]y
[Al=gA+ Byl [Ac]+[Ba] [Al+[Ba] L [An]+[B,]u
& L L L L Ly
AAu]+[Bu] [Av]+[Br] [Av]*[Br] L [An]+[B,

A multiplicagdo matricial € menos 6bvia, mas mesmo assim é possivel. Sejam pois as ma-
trizes[A] e [B] particionadas em blocos conforme a seguir:
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da [A] [A L F\pig
dral [Ax] [As] LAl
[A] ?L L L L Lg
dal [A] (A L [A]
€L L L L LU

3#\“1] (A [Ae] L (A

L B L [Bn]u

[BZk]
[BSk]

ésml [BLM b.]

de tal modo que o numero de colunas de cada bloco A; seja igual ao nimero de linhas de cada bloco
B, Entao temos:

L
L
L
L

[Cik] = [Al] [Blk] + [Aiz] [sz] + [Ais] [Bsk]+ L+ |_A1pJ|_Bka

EXEMPLO 3.26

Calcule [A] [B] utilizando multiplicagéo em bloco, com

a 2§ A231u
[A]%4o”e[|3]?45
0§24 @ 00

Solucéo:

O produto matricial [A] [B] é dado por:

[][] e[All] [Alz]ue[Bll] [BlZ]u
dn.] (A Jide.] (.0

e[All][Bll] [AIZ][BZl] [All][BlZ] [A12][BZZ]U
“En B AE] [Anllen ] ALIEL
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mos:

(AN A ES ot it w RO

€9 12 15u
“&9 26 33l

él 2uél elu[l] e3u élu_éu

[All][Blz] [Alz][Bzz] % ug[u g)u g7u g)u g7u

[AZI][BII]+[A22][BZI]:[O 0]84 5 68+[2][O 0 O]:

=[o 0 o]+[o o o]=[0o o 0]

[Aa][B.]+[A][B,,] = [0 O]gu+[2][1] [ol+[2] =[2]

Finalmente,

e9 12 15840 é9 12 15 4
70 ng 26 33 7”
of2g g0 o o 2g

[Al[8]=

P

g0 0

EXEMPLO 3.27

Calcule [C] [D] utilizando multiplicacédo em bloco, sendo

€3 2d

@ -1 10 -20 &1 -2
[c]=81 3 0 2 1ue[D]:(:a 40
@ -2 45 -1§ 2 14
g5 24§

Solucéo:

Preparando as particdes de [C] e [D] para que a multiplicacdo em blocos seja possivel te-
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63 21

€1 .U

é a 4dp. s
[D]:él 4 L'ng[D“]E

gm===i dD..]n

& a

85 24

Logo o produto matricial [C] [D] é dado por:

o] o] [ealudoulu_delfo.+fe.]lo.)s

dc.] [c.ludp.li dcal[pul+[C.][D, ]G

é3 2u
_& -1 lie, .0, & -20e2 lu_

[Cll][Dll]-'-[ClZ][DZl]_%L 3 OHgll 4234_& 1335 ZH
_8 10@+(?~10 -40_é 2 6u
o R PR P

é3 21 > 1p

= - N
[Czl][D11]+[C22][D21]:[O -2 4]2'1 '23-"[5 '1]é5 28:

gl 44§

=[6 20]+[-15 3]=[-9 23]
Finalmente,

&2 6u &2 6u

clp]=81 0Y=81 oY
&9 238 &9 23

3.5. Exercicios Propostos:

1) Uma industria possui 3 fabricas I, 1l e 111, que produzem por més 30, 40 e 60 unidades, respecti-
vamente, do produto A e 15, 20 e 10 unidades do produto B. Forme a matriz fabricas ~ produtos
e indique o tipo dessa matriz.

2) Quantos elementos possui a matriz:
@3 2
(b)4” 4

©p q
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3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

(d) linha de 3 colunas

(e) quadrada de ordem 3

(f) coluna de 4 linhas

Uma matriz possui 6 elementos. Quais 0s seus possiveis tipos?

Escreva explicitamente as seguintes matrizes:
@ [A] =(a, )4,4 onde a; = i+
(b) [B]=(b;),, onde b, = 3i + 2

) _ilsei=]
(©) [c]= (Cij)4'4 onde ¢; = {Osei 1

2i+ j+1lseil j

v 0 sei=j

(d) [D]= (dij)z's onde d;; = i
i

B _ilsei£ ]

©) [E]=ley),, ondeey=1) (o0

Quantos elementos nédo pertencem a diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem 107?

Quantos elementos ndo pertencem as diagonais de uma matriz quadrada de ordem 2k — 1 onde
KT N*eKs3 2?

Quantos elementos estdo situados abaixo da diagonal principal de uma matriz quadrada de or-
dem n?

Um conjunto de dados séo todos os elementos de uma matriz quadrada de ordem 101. Sabendo-
se que um usuario deseja uma tabulagdo contendo todos os dados (elementos da matriz) situados
fora de ambas as diagonais e que devera pagar R$ 0,70 por dado tabulado qual sera o custo des-
ta tabulacéo para este usuério?

Os numeros inteiros positivos sdo dispostos em matrizes seqiiénciais da seguinte forma:

61 2 3 404 &7 18 19 200 &3 L L
é a @ a é
85 6 7 8y 221 22 23 245 @

€9 10 11 120" &5 26 27 280" @&
g3 14 15 165 &9 30 31 32§ &

rrr
T

rrr
r r
ooc.oooc

Determine a linha e a coluna em que se encontra 0 nimero 1955.
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ji+]sei=]j
, definida por a; = : : :

10) Calcular o trago da matriz quadrada [A]:(aij) Lo jseit
i -

.
11) O técnico de um time de basquetebol descreveu o desempenho dos titulares de sua equipe, em

seus jogos, através da matriz

és8 17 18 17 21 18 20y
gts 16 18 18 22 21 183

[A]=620 19 20 21 14 14 220

é u
é18 22 20 20 18 22 23(J

g9 18 12 14 20 17 18y

Cada elemento a; dessa matriz € o numero de pontos marcados pelo jogador de nimero i no jo-
go j. Pergunta-se:

(@) Quantos pontos marcou o jogador de nimero 3 no jogo 5?
(b) Quantos pontos marcou a equipe no jogo 4?
(c) Quantos pontos marcou o jogador de nimero 2 em todos 0s jogos?

12) Antbnio, Bernardo e Claudio sairam para tomar chope, de bar em bar, tanto no sabado quanto
no domingo.

As matrizes a seguir resumem quantos chopes cada um consumiu e como a despesa foi dividida:

¢ 14 &5
[s]=9 2 oge[D]=9 3 o
8 1 5¢ £ 1 3§

[S] refere-se s despesas de sdbado e [D] as de domingo.

Cada elemento a; nos da o nimero de chopes que i pagou para j, sendo Antonio o nimero 1,
Bernardo o numero 2 e Claudio o nimero 3 (a;; representa o elemento da linha i, coluna j de ca-
da matriz).

Assim, no sabado Antbnio pagou 4 chopes que ele prdprio bebeu, 1 chope de Bernardo e 4 de
Claudio (primeira linha da matriz[S]).

(@) Quem bebeu mais chope no fim de semana?
(b) Quantos chopes Claudio ficou devendo a Antdnio?

13) Um conglomerado é composto por cinco lojas humeradas de 1 a 5. A matriz a seguir apresenta o
faturamento em dolares de cada loja nos quatro primeiros dias de janeiro:
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€950 2030 1800 1950
51500 1820 1740 1680
[A]=8010 2800 2700 30500
2500 2420 2300 2680y,
1800 2020 2040 1950

Cada elemento a;; dessa matriz € o faturamento da loja i no dia j.
(a) Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 27?

(b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 3?

(c) Qual foi o faturamento da loja 1 nos 4 dias?

14) Uma figura geométrica tem 4 vértices U,, U,, U, e U,. Forma-se a matriz [A] = (a; )
distancia (U, U) para1£i£4 e 1 £ £ 4, de sorte que

~,ondea.; =
44 ]

é) 11 1@

[A]= gL 01 13. Pergunta-se: qual € a figura de vértices U,, U,, U,e U,?
el 1 O 1[;] 1T 72 73 4
& 1 1 0§

15) De que tipo é a transposta de uma matriz coluna?

16) Quantos elementos possui a transposta de uma matriz5 "~ 7?

17) Dada uma matriz[A] qualquer. O que se obtém ao calcular {[A] ‘}t ?
18) Ache a transposta da matriz[A] = (aij )2, , talque a; = sengigag cosa‘gg.
esg ¢€ebg

19) Dada a matriz[A] = (aij )3,2 tal que a;; = i + j, obter o elemento b,, da matriz [B] = (bij) transposta
de [A]

él x 5u
20) Determinar x, y e z para que a matriz [A] =% 7 - 43 seja simétrica.
& z -3¢
@ -1 2y1
21) Sabendo-se que a matriz [A] = & 0 z- 13 é simétrica, pede-se calcular x +y + z.
¢ 3 24
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22) Sabendo-se que a matriz a seguir é anti-simétrica, pede-se determinar os elementos incégnitos
(alz ! a13 € a23)'

“+a L LU

u

[A]—A a b+2 L g
g b c 2c+8g

23) Calcule a, b e ¢ de modo que a matriz a seguir seja anti-simétrica.

éa-1 c+lu
[A] e2c b LJ

j 3- j5 4+ j8u

24) Achar a conjugada da matriz |A| =

25)achar x, y e z tais que as matrizes a seguir sejam hermitianas:

3 x+j2 jyu
0 1+sz
J'y 1- jx  -14

+jy 3u
Z

@ [Al=¢, g% a: @ [e]=

™D (D&SD) ([pN

X+y z+wh €4 60
26) Encontrar X, y, z e w para que se tenha gx y u S ﬂ
&~ X - yu SLO 20

DX 3 +1 2y (
27) Determinar x e y de modo que tenhamos 22 yu @( y u

€3 44 &3 y+4f
28) Determinar x, y, z e w para que se tenha & 2x yu_& x 30
Y para g g c WZH_gz sw wl
élu el
20)se [A]=Y e [B]= &Y, calcular [A]+[B] e [A]- [B].
87EI €8t
él 30 & 1lu él 4u

0)se [A]=2 0 [8]=% 2le[c]=% 3
@5 @6 %
resolver a equacéo matricial [X] + [A] - [B] = [C]

31)Se [A] :gj gﬂ calcular as matrizes 2[A], 3[A] e - 5[A].
% 28
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32) Utilizando as matrizes [A] [B] e [C] do problema 30, resolver o seguinte sistema de equagdes:

i[x]+[v]=[A]+[8]- [c]
1[x]- [v]=[Al- [c]

& 3y , \
33) Dadas as matrizes [A]= 82 4g e [B]= SO ! 23, calcular {[A]" - [B]}.

34) Calcular os seguintes produtos matriciais:

élu o 1 583
X e .
@[ -1 48 U
&8 g2y
@ -1 1\e3 20 €2
-1 1ue u X
G)e, 5 gue5 2 © gyl -5 2]
el 1d &
(C)(?A' _1@(?4 59 (h) ?2 _2@6' 1l:|
e e
& sffe 2f g2 248 1
(d)§4 1u§3 6l:| (?5 2 1U(f.‘1 2 _3@
&2 3% - oM ) §3 1 750 -2 4y
0 1 288 -3 1§
& 3uez 3
S s a3y
(e) & 43731 N &2 -3 40& 2 1y
5 76 u .- 08 u
g 7d 0 g2 2 -33g 0 24
81 2 -2 1 2§

a 2 3!
(a) & 1 galglt 0 4 5]
&
é 20

6 e 0 30g g
® ¢ 108 , ou& 34
2 1@ 1 Oug3 44

36) Em cada caso determinar [A][B] e, se existirem, [B][A], [A]? e [B]*:
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37)

38)

d 1 -1y 4 3 0d a 20
A B , 5 2y
@ W=g gell=g ®) [A=g o oge[s]=g 2
B -1 1§ & 24
o &3 2 50 S
© [Al= 1 2]e[p]=3; (d) [A]:g4 - 78e[B]:§?E
e eld

Em quais dos casos abaixo é valida a propriedade comutativa da multiplicacdo, isto é,
[Al[B] =[B][A]
é 2U [B] & Ou ’ 3l;]

@ [A=g | & 1 o) [Al=E Sé‘je[s]:

© [A=g", tgelel=¢ & 4 olels 4 o
&3 1 el 2L<I d) [Al=9 -4 Oue[B]:SO 4 0y
@ 0 3§ @ 0 2§

Fig. 3.6

A figura 3.6 mostra um diagrama esquematizado das intercomunicagdo entre 0s aeroportos
em trés paises diferentes a, b e ¢ cujos aeroportos sdo denotados por a;, b; e ¢, , respectiva-
mente, onde i, j=1,2e k=1, 2, 3, 4. Os nimeros ao lado das linhas de unido indicam o nu-
mero de possiveis escolhas de linhas aéreas para cada trajeto. Por exemplo, 0 nimero 2 ao
lado da conexéo a, — b, indica que duas companhias de aviagdo voam ao longo dessa rota. A

informagdo pode ser expressa nas seguintes tabelas:

b b, R
a | & 20_ b [ & 1 1 1u_
a, | @ ou_[A] b, & 0 0 =[e]

Sem utilizar a figura 3.6, porém utilizando tais tabelas, pede-se montar o quadro que da o
nimero de escolhas de rotas entre 0s aeroportos dos paises a e c.
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él 1u
39) Encontre as matrizes quadradas de ordem 2 que comutam com [A] %) 1@.
a
él 1 Ou
40) Encontre as matrizes quadradas de ordem 3 que comutam com [A] = :O 1 13.
€0 0 1f
@ 1 0)
41) Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que comutam com [A] = SO a 13.
0 0 af
42) Determinar uma matriz[A], de ordem 2 e nédo nula, tal que [A] 2=
éx u

43) Calcule o produto [A][X] sabendo-se que [A] g) u e [X]=

gxz U.

44) Demonstre que, se [A] e [B] sdo matrizes quadradas de ordem n, entdo [A] e [B] comutam
se, e somente se, [A] k[l] e [B] k[l] comutam para cada escalar K.

. & 1lu & - ju u . .
45) Mostre que as matrizes a g é Ju ¢l (3 S80 anti-comutativas duas a duas.
& ofg of & -

46) Para um determinado sistema de energia elétrica obteve-se a seguinte equacao matricial para
as correntes nas fases a, b e c:

Ju é 1 Q 1500 u
3 3£ ‘3 S9/30°
b & ‘ZH#MH

Pede-se determinar as expressoes de I, I, e | .

W 0O 0

47) Ao se estudar um sistema de energia elétrica, obteve-se a seguinte equacdo matricial para as
correntes nas fases a, b e c.

[

& j2 jo5 jo5 - U, u
=%jo5 - j2 105@1600 U

jo5 jo5 - j2gg - U

W 0.0 0

o

(e} C C c
@D fD) fD)

o C

n
Sabendo-se que I_+ 1, +1_=0, pede-se determinar U,.

48) Mostre que as matrizes a seguir sdo idempotentes.

62 -3 -50 61 3 50
_é a _é (
@ [Al=g1 4 53 (b) [B]=g1 -3 -5
g1 -3 -4§ &1 3 5§
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49) Mostre que, se [A][B]z[A] e [B] [A]=[B], entao [A] e [B] sdo idempotentes.
50) Se [A] ¢ idempotente, mostre que [B]=[I]- [A] ¢ idempotente e que [A][B] = [B] [A] =0.

51) Mostre que a matriz a seguir € nilpotente de indice 2.

él -3 - 40
[Al=§1 3 4
g1 -3 -4§

52) Se [A] é nilpotente de indice 2, mostre que [A]{ [I]=[A]}" =[A], para qualquer inteiro posi-
tivo n.

53) Seja [A] nilpotente de indice p. mostre que [A] =0 paraq>p, mas [A]° 1 0 se g <p.
9 ¢

54)Sendo g(x) =—-8-x+ X e [A] = g 13, determine g(A).
!

55) Calcule [A][B] utilizando multiplicagéo em bloco, com

3.6. Respostas dos Exercicios Propostos
€0 150
1) @0 205
&0 10¢,,
2) (@)6; (b)16; (@©p.q; @3; (€)9; (f) 4

3) 2°3,372,6°1,1°6

& 3 4 50 e 0 0 0d
$ 4 5 6 0 10 0
=€ u- = - - ; =€ o;
5 @ [A 5o 1 ®[Bl=k -1 -3; (©][c] ® 01 o0
S 6 7 8 & 00 1g
_& 5 6y _€
@OPl=g 5 0 @[l=g
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5) 90

6) (2k-2)°

7) (n®=2n)/2

8) R$7.000,00

9) 1.2linhae 3.2 coluna

10) 12

11)(@)14; (b)90; (c) 128

12) (a) Claudio bebeu mais chope ;  (b) Claudio ficou devendo 2 chopes a Antdnio
13) (a) 2800 ; (b) 10.580; (c) 7730

14) uma vez que a distancia entre dois vértices distintos é sempre igual a 1 a figura é um tetrae-
dro.

15) matriz linha
16) 35

17) [A] (a prépria matriz original)
¢ off 0
18) +1 +1Y
e 2 2 0
19)5
200x=2; y=5; z=-4
21)5
22)a,=4; a,=2; ay,=4
1
23)a=1; b=0; c:—?

- 5 4- j8¢
24)@ j 3+] Jd
+] 2+j9 5- j6p
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25) (@) xéum n.°real qualquer, y=0¢e z=0
(byx=3, y=0, z=3

26)x=3, y=1, z=8, w=-2

27)x=1, y=0

28)x=0, y=3, z=3, w=1

é5u é 3u
29) gu” ¢ 3”
esg %19
@ 20
30) & 5y
8 3§
& 6u

B 4
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46) 1, =0,2%f8 + j0,25=0,5/30°

1, =-qf8- j=2/4150°
1, =025 + j0,25=0,5/30°

47) U, =% £ 60°

48) Basta verificar que (a) [A]* =[A] e (b) [B]? =[B]

51) Basta verificar que [A]* =[0], ,
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