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logo

2 +2 =27 +[22,+(2Z) 1+ 2.2 =|z[ +[2Z +(22) 1 +|z|

porém

27 +(22) =2Rdzz)< 327 = 22z

de modo que

2+ 2| <[z] +2z|z|+[z"
ou

2 +2| < (2] +z|f

Uma consequéncia imediata da desigualdade dgtiéue que

z+z|2[z|-|z|| (89)

gue pode ser demonstrada a partir de
2=z +2)+(-2) <[z +z|+[- 7],

0 que nos leva a

1z +z,|2[z|-[z]| (90)

que é a desigualda@®9) quando|z|>|z,|. Se tivermosz|<|z|, basta trocag, € z, na
desigualdad€90) para obter

2 +2|2~(z|-[z))
gue € o resultado desejado.

A desigualdad¢89) traduz o fato de que o comprimento de um todondéridingulo
nao pode ser menor que a diferenca dos comprimdasutros dois lados.

Podemos também obter formas alternativas Uteisgsadasigualdad€88) e (89)
trocandoz, por - z,:

z-z|<|z|+]z|| (91)

z-z|2]z|-|z|[ (92)




Exemplo 1.28
Verificar a desigualdade do triangulo pae=2—- j3 e z, = -4+ j.
Solugao:
Temos que:

2 +2,=(2-a)+ [-9)+1]=-2- 12~ [z + 2| =2 +(-2F =220
0282

z,=2-j3 - |z|=22+(-3)° =413 0361

z, =—4+] - |z,|=+/(-4) +12 =17 D 412

|z, +z,| = 282<|z|+|z,| = 773

e esta verificada a desigualdade.

1.14.6 Curvas e Regides no Plano Complexo

Vamos considerar agora alguns tipos importantesideas e regides no plano complexo e suas
representacdes por meio de equacdes e desigualdades

a) Circunferéncia

Conforme ja visto em 1.14.4.b, a distancia entrpargos do plano definidos pelos complexp®
z, é |z1 - zz|. Segue-se entdo que uma circunferé@aike raiop com centro em um ponto a (fig.
1.31) pode ser representada sob a forma

z-d=p| (93)
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Fig. 1.31



Ondez é um ponto qualquer da circunferéncia.

Exemplo 1.29

Identificar o lugar geométrico representado potZa)j| =3; (b) |z+2- j3 =4.

2 {a=0+j - a(01)
p=3
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Fig. 1.32

Trata-se pois de uma circunferéncia centradag®j) e raio 3.

b) {a=—2+ j3 - a(-23)
p=4



<y

Fig. 1.33
Temos entdo uma circunferéncia centradaaém23) e raio 4.
b) Disco Fechado

Em consequéncia do que foi visto em (a), para weodechado de rae centro ena temos:

lz-d<p| (94)
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Fig. 1.34

Exemplo 1.30

Identificar o lugar geométrico representado |[ZG'I’3+ j| <2.

a=-3-j - a(-3-1)
p=2
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Fig. 1.35
c) Disco Aberto

Para o disco aberto temos:

|z-al<p| (95)
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d) Exterior da Circunferéncia

Semelhantemente a desigualdade

(96)
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Fig. 1.36
Representa o exterior da circunferéncia de paientrada era.
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Fig. 1.37

e) Coroa Fechada




A regidao entre duas circunferéncias concéntricasids p, e p,, sendop, >p,, pode ser
representada por:

p.<|z-a<p,| (97)

YA
D
0 X
Fig. 1.38
f) Coroa Aberta
Temos entao:
pi<|z-a/<p,[ (98)
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g) Circunferéncia Unitaria

A equacéo



14=1f (99)

representa a chamada circunferéncia unitaria, jau aeircunferéncia de raio 1 e centro na origem,
gue representa papel importante na seqiiéncia uldoedé varidveis complexas.
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h) Reta que une dois pontos
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Fig. 1.41

Sejamz = x + ]y, € zZ, =X, + ]y, 0s complexos representando dois pontos quaidgueiP, do
plano, conforme aparece na figura 1.42 pecomplexo representando um poRtqualquer da reta
gue passa pelos dois pontos inicialmente mencienado



Da figura em questao percebe-se que:
z=2z+AP

SendoAP e AB segmentos orientados paralelos temos:
AP =KAB

0 que nos permite escrever:

z=7+kAB
No entanto,
AB=2z,-z

0 que nos conduz a:

2=2+k(z,-2z)| (100a)

z=(1-k)z +kz,| (100a)

Se queremos representar qualquer ponto da retandever—o <k <o mas, se queremos
representar apenas os pontos do segmento que poatosP, e P, devemos teO<k<1.

1.15. Exercicios Propostos sobre Numeros Complexos

1. Determinexd Rpara que o nimero comple(®<+ 2)— j(x—l) seja real.

2. Determine os valores reais d@ara 0s quaiéa+ j)4 € um numero real.
3. Efetuar as seguintes poténcias:

112

a) |
b) (-i)"
) "

d) j(hoON)

e) j4“+3(nD N*)
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10.Determinex ey [0 R tais quej~" + |

f) j2n+1(nl:| N*)

0 ;1;2 ;3

J0)

30

Calcular | o]

Calcule o médulo e o argumento dos seguintes niswamplexos:
a) z =1+]

b) z,=j2

c) z,=3

d) z,=1+j3

e) zz=-j3

) 2=+3-]

Exprimir cada um dos seguintes nimeros complexdsrna polar:
a) 15"

b) 5 1%

c) 10e%

Passar os seguintes numeros complexos da formapaotaa forma retangular:
a) 123/30°

b) 25/-45

c) 86/-115°

Escrever na forma trigopnométrica 0os seguintes nagsnesmplexos e representa-los no plano de
Argand-Gauss:

1+ |
-5
~2+j2
Determinarx ey [0 R de modo que(2x+ j4y)— (x— jy) =7+ j10.
250 | 104

+2j7 = x+]y.
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11.Calcule o valor de sabendo-se quj)" +(1+ j)*" = -16j .

12.Calcular
a) (1-j3f+(-1-j)(2+]4)

b) (2-j3)+(5+j3)

C) (%+ ]j+[§— j3j+ j3 - j2

d) (1)

e) (-4v3+jafv3+j)

n (V2-jv3Jv2+iva)

9) i(3+i5)

h) (7-j8)1+j)

13.Sez =5¢” e z, =277 calcularz.z,.
14.Calcular os seguintes produtos:

a) 8/20° )(2/=45 )

b) (235+ j855)(453- j211)

15.Sendoz= 2,5e‘j% calcularzz .

16.Sendoz=10/-40° calcularz.z .

17.Expressar na forma polar os seguintes complexos:
a) —4e”
b) -1877

18. Calcular:

L S

a
) j 1+
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b)

) —-

N E T
D g L

19. Determinar o numero realtal que o produt@,.z,, ondez, =4+ j3 e z, = x— |6, seja também
um namero real.

20.Determine o nimero complexdal quez® =27 .

. -9+ . o
21.Determinea [l R para que29+—_gjl seja Imaginario puro.
J

22.Determinar o resultado da expresg";ezlJ'r—z2 sendoz, =10+ 395 e z, =5+ j157.
4%27,

+7 =4+ |
23.Sendoz e z, dois numeros complexos, resolver o sist{zz Zz _c Jj :
~2,=5-

24.Calcule o argumento do complefo- j)+ {1+ ).

25.Sendoz = 2(cosg+ ] sengj ez,= 3(0052+ ] sengj calcular z.z, apresentando o resultado

na forma trigopnométrica.
26.Dadosz, =%+ jg e z, =1+ determine:
a) 7z,
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b) z7

) 7.7

d (z.z)
e) z

N 2z

9 2z +7

27.Dadosz =1+)2, z,=-2-] e z;,=3— | 4, calcular:
a) |z+2)
b) |z]+|z]

c) ‘ﬁ‘

d) [(z+2)z+z)
e) |22 +2.7)

28.0s angulos agudos de um triangulo retangulaxs@f. Calcule o valor do produto
(cosa + jsena)(cosB + j serB).

29.Calcular(1- j)°.

30.Dado o nimero complexp=1+ j calcularz®.
1 3

31.Calcular| == j—| .
2 2

32.Calcular

1
i

33.Achar o conjugado do complexss onde z = a(cosa + seno(), coma=2ed :grad.

14



S\, . .,
34.Calcular o menor valaratural n para o qua(—\/§+ j) é um imaginario puro.

- \101 - \50
35. Calcule o valor da express.a(o(i+ !;100'21_11).)49 :
S VA S|

N\15
36.Calcule o resultado c{e?—jj )
5-j12

+j12

37.Dados os complexos = ev=1-j calcule o valor dgu +V°.

38. Calcular as seguintes raizes e representa-lasano pbmplexo:
a) /8+6
b) 3/
c) {1
d) V-25
e) ¥-1
fy /-128
g) V-1
h) \1- 3
i) 31+
39.Determinar o conjunto-solucao épara cada uma das seguintes equacoes:
a) w+1=0
b) w+1=0
c) w+1=0
d w+j=0
e) W+w+1=0

f) W -4w+53=0
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9) W+(j-2w+(3-j)=0

h) w'-3w+2=0
) W+3w2-4=0
) w'-16=0

40.Demonstre, por indugdo matematica, a desigualdzglérge, e interprete o resultado
graficamente.

z+2,+...+z|<|z|+[z|+...+[z] (n=23..)

41.Estabelecer as equacdes cartesianas, identificagas os gréficos dos lugares geométricos
representados por:

a) [z+3=3

b) |z-j4<2

c) 2<|z-2<4
d) z+72 =2

e) z+z
) z-7 =]
g) Im(z)22
h) Im(z2?)<2
i) Rz
) |argZ <45

k) -5<Re(z)<1

16



n) Z_+1:2
z-1

0) LJZ‘:?,
z—- ]2
Z+ |

p) Eh=a
zZ—)
z+1
_=1

aq) -

r Z+J6‘21
z—-2

s) Rez-3)=20

) Im(jz-j)<0

u) Re(lj >1
z

V) |z-3+[z+1=3
w) 0< Im(1j<1
z
X) |z-j4+|z+j4=10

y) 7 +(z*)2 =2

z) z=0z +pz,, sendoz e z, numeros complexos quaisquere 3 reais e ndo negativos e
a+p=1.

1.16. Resposta dos Exercicios Propostos sobre NUmeComplexos:
1. x=1
2. 0;1e-1

3. a)1;b)1;c);d) 1lparanpar e—1 paran impar; e)— j; f) j parn par e— j paranimpar.
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]
. a) 1,414 e45%Db)2e90%c)3e0;d)2e6®;ee—90°1f)2 e —30°.

. a)15/45° ;b) 5/-120° ; ¢) 10/ -150°

. @) 1065+ | 615; b) 17,7 - j17,7; ¢) —363— 779

. a)z= \/E(cosg+ i senﬂ

YA
1] M
A nrad _
0 1 X
b) z=5(cosm+ jsenn)
YA
mrad

. FIN
-5 0 X

C) z=-2+j2
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9. x=7,y=2
10.x=0,y=2
11.n=3

12.a) -6-j12;b) 7;¢)2167- ] 3 d) —2- j 2: €) — 16: f) 5; g) — 5 $3; h) 15 -]

13.10e"™

14.a) 6 /-25° ; b) 1245- j1086=125/-5°

15.6,25

16.100

17.a) 4 /-30° ; b) 18/-90°

18.a) 1,5 40,5; b) 14; 0)j; d) 1+j1,414;

e)-1,176 40,117; f) 1,541,5; 0)-3,941,3; h)2540,5.
19.x=38
20.0 ej2
2l.a=6
22. 717 /413° =539+ 473

23.z=3 ez =1+]

24, - /Zrad

3 . 31
25. 6| cos— + jsen—
4 4
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